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Dr. José Eladio Flores Mena
Vocal

Dr. J. Marcos Salazar
Vocal externo

Dra. Rosario E. Moctezuma Martiñón
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Resumen

“Dinámica de tres sistemas granulares magnéticos”
Autor: Yesica Yazmı́n Escobar Ortega

En esta tesis exploramos la dinámica de conglomerados macroscópicos de part́ıculas
con interacciones magnéticas. Se estudian tres sistemas granulares que exhiben compor-
tamiento tipo sólido, ĺıquido o gaseoso. Para el caso sólido, estudiamos las propiedades
mecánicas de arreglos cristalinos de esferas magnéticas ante la aplicación de esfuerzos
de tensión, flexión y torsión, encontrando que la presencia de interacciones magnéticas
da estabilidad a las estructuras y además, la dureza y elasticidad depende del tipo
estructura aśı como del tipo de esfuerzo aplicado. Para el sistema fluido, analizamos
el impacto y penetración de proyectiles en un sistema bidimensional de cilindros
magnéticos con interacción repulsiva, infiriendo que su comportamiento se asemeja a un
fluido viscoelástico. Finalmente, se presentan las perspectivas de investigación sobre la
dinámica de un gas granular vibrado verticalmente. Para los primeros dos sistemas aqúı
reportados, la dinámica observada en los experimentos es analizada teóricamente y com-
parada con resultados de simulaciones numéricas, lo cual es un estudio completo de ambos.
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1.2.2. Ĺıneas de campo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2. Sólido granular magnético 13
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1.3. Modelos de dipolo magnéticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4. Diagrama de dos esferas uniformemente magnetizadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5. Fuerza entre dos esferas uniformemente magnetizadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Introducción

“También yo soy un imán: las corrientes biológicas de mi cuerpo engendran en derredor
un fantástico dibujo pulsativo de ĺıneas de fuerza magnéticas”.

V.P. Kartsev

El interés y estudio en los imanes tiene más de tres mil años en la historia, pero fue
hasta inicios de 1800 que se lograron construir imanes artificiales [1]. En las diferentes
épocas se trataron de usar y descubrir sus misterios, de hecho hay modelos teóricos que
pretenden explicar a nivel molecular qué es un imán y aún en este momento no se tiene
un modelo definitivo y satisfactorio entre la comunidad cient́ıfica. El salto importante
en el estudio de los imanes surgió con las ecuaciones de Maxwell, las cuales podemos
decir son uno de los máximos logros del intelecto humano en el estudio de los sistemas
electromagnéticos, en especial de los imanes y sus interacciones. Además, se han realizado
grandes avances en la tecnoloǵıa usando imanes. A pesar de los avances indudables en
la comprensión y aplicación de los sistemas con interacción magnética, a cada momento
surgen nuevos problemas y, como veremos en esta tesis hay algunos sistemas que aunque
pueden ser relativamente simples no se han estudiado a profundidad.

Como objetivo de esta tesis doctoral nos propusimos realizar el estudio de imanes
macroscópicos modelados como un sistema granular. Como sabemos, los sistemas
granulares han sido ampliamente estudiados en los últimos años [2]. Algunas de sus
aplicaciones prácticas son el almacenamiento y transporte de granos, sin embargo, existen
sistemas granulares con propiedades magnéticas que son de interés en diversos campos de
aplicación como la ingenieŕıa de fluidos o bioingenieŕıa, donde por ejemplo, se trabaja en
el desarrollo de sistemas magnéticos para administrar fármacos [3]. Dada su importancia
práctica, estos sistemas se encuentran en permanente estudio. Debido a la presencia de
campos magnéticos en este tipo de sistemas granulares, la dinámica que exhiben bajo
diferentes condiciones es muy rica y diferente a la que se encuentra en la materia granular
convencional, por lo tanto, presenta un reto en la investigación actual la modelación
de estos sistemas. Un sistema granular magnético macroscópico permitiŕıa entender y
modelar estructuras nanométricas o bien construir marcadores en sistemas biológicos
[4, 5]. Además es posible intuir que los sistemas magnéticos altamente repulsivos plantean
un reto en su comprensión y caracterización [6].

El objetivo principal de esta tesis es investigar bajo ciertas condiciones experimentales
sistemas granulares donde las interaccionas magnéticas son muy importantes. Primero,
nos planteamos investigar su respuesta mecánica ante la aplicación de fuerzas externas.
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xii Introducción

Después, pensamos en la posibilidad de generar un medio granular magnético donde se
suprimieran las colisiones entre granos. Nos dimos a la tarea de diseñar los experimentos
y buscar los medios materiales para realizarlos. Esta investigación se llevó a cabo en el
laboratorio de materia granular y fluidos (GrainsLab) del Insituto de Fíısca Ing. Luis
Rivera Terrazas de la BUAP.

En este documento de tesis, presentamos la dinámica de medios granulares magnéticos,
los cuales, bajo determinadas condiciones experimentales, se pueden caracterizar como un
sólido, ĺıquido o gas. Por ejemplo, en la materia granular común, un apilamiento de arena
en reposo se considera como un sólido, ya que los granos se mantienen en reposo a pesar
de que las fuerzas gravitacionales generen cadenas de esfuerzo en su superficie. Pero, si
el ángulo de apilamiento de granos excede cierto valor cŕıtico, las capas superficiales del
apilamiento fluyen como si fuera un ĺıquido. Otro ejemplo de fluidización es la descarga de
granos a través de silos. Además si estos granos son vibrados o agitados, pueden presentar
dinámicas similares a un gas [7]. De manera análoga, podemos encontrar este tipo de
comportamientos en la materia granular magnética investigada en este trabajo, donde
las condiciones experimentales generan dinámicas similares a los estados previamente
mencionados.

Nos enfocamos en el estudio de tres sistemas experimentales formados por part́ıculas
magnéticas (imanes permanentes) sometidos a diversas condiciones. Estos sistemas
son una propuesta original y no han sido reportados previamente en la literatura. Los
resultados de nuestra investigación son una aportación al estudio de la materia granular
magnética, cuyo campo de aplicación es de interés en diversas área de la investigación.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Caṕıtulo 1 hacemos una revisión de
las propiedades de la materia granular convencional y la materia granular magnética,
poniendo enfásis en las dinámicas reportadas en medios granulares magnéticos, y en
particular en la modelación teórica de este tipo de sistemas, lo cual representa la base del
entendimiento de nuestro objeto de estudio.

En el Caṕıtulo 2, presentamos el estudio de las propiedades mecánicas de estructuras
formadas por esferas magnéticas. Como sabemos, una forma de analizar un objeto es por
medio de una prueba mecánica. Estas pruebas consisten en la medición de las fuerzas
de tensión, flexión y torsión para determinar sus caracteŕısticas mecánicas (elasticidad
y rigidez). Encontramos una clara diferencia entre los tipos de ensamble evaluados y
caracterizamos los resultados en función de la longitud de deformación de la estructura o
bien del ángulo de torsión. Encontramos que las interacciones magnéticas dan estabilidad
a las estructuras (cúbicas y hexagonales). Además, proponemos una estructura h́ıbrida
cuya respuesta a la deformación es una combinación de rigidez y elasticidad.

Por otra parte, se sabe que un método para caracterizar medios granulares cuan-
titativamente es midiendo la fuerza que resiste el sistema al impacto y penetración de
un objeto (a veces llamado intruso o proyectil). Los datos obtenidos deben analizarse
en términos de velocidad y profundidad de penetración y con ello obtener una ecuación
para la fuerza de arrastre que nos permita caracterizarlo. La fuerza de arrastre puede
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dar ciertas propiedades no solo de la materia granular, sino también de fluidos simples,
o bien, otros tipos de materia blanda, como son los materiales viscoelásticos. Este tópico
corresponde con nuestro objeto de estudio en el Caṕıtulo 3, donde caracterizamos un
medio granular magnético con interacciones repulsivas (no hay contacto entre la superficie
de las part́ıculas) y su respuesta ante el impacto y penetración de un intruso. Cabe
resaltar que por primera vez, una interacción de largo alcance entre el intruso y la
cama granular se estudia y analiza sistemáticamente. Encontramos que la dinámica de
penetración bajo ciertas condiciones es similar al impacto de un proyectil en un fluido
miscelar viscoelástico [8, 9]. Las interacciones reportadas en nuestro estudio pueden ser
ilustrativas para describir dinámicas complejas.

Tener un sistema experimental donde no hay contacto entre las part́ıculas como
ocurre en la materia granular común, nos permite explorar ciertas dinámicas por medio
de la inyección continua de enerǵıa. En el Caṕıtulo 4, presentamos las perspectivas
de investigación y los resultados experimentales preliminares de un medio granular
bidimensional repulsivo vibrado verticalmente, de tal modo que exhibe una variedad de
dinámicas que son discutidas y comparadas con los estados dinámicos reportados en
materia granular convencional vibrada verticalmente. Consideramos que este sistema da
posibilidad a un tema de investigación más amplio, cuyas herramientas teóricas y diseño
experimental presentan un reto de estudio.

Para concluir, se presenta un resumen de los resultados y aportaciones de esta tesis
doctoral, aśı como las publicaciones logradas. Los apéndices muestran cálculos comple-
mentarios y de importancia en este trabajo.





Caṕıtulo 1

Antecedentes

En este caṕıtulo, presentamos una revisión de las propiedades de la materia granular
“convencional” o común, que es aquella donde se presentan fuerzas de contacto entre las
part́ıculas que la conforman. Después, comparamos dichas propiedades con la materia
granular magnética, donde puede o no haber contacto, pero su caracteŕıstica principal es
además de los aspectos granulares la presencia de fuerzas de interacción magnética.

1.1. Materia granular “convencional”

La materia granular se define como una colección de part́ıculas macroscópicas que
interactuan disipativamente, en estos sistemas las fluctuaciones térmicas no son relevantes
[10]. Los medios granulares se encuentran en la naturaleza y la vida cotidiana (por
ejemplo: alimentos, medicamentos, arena, sistemas planetarios, etc.) y por ello, su
estudio es de interés práctico en muchos campos de la investigación y aplicación. Sus
caracteŕısticas permiten que la materia granular exhiba cierto tipo de propiedades que
discutiremos a continuación.

Para modelar un sistema granular es necesario tomar en cuenta diversos factores
como: distribución del tamaño de los granos, forma, material del que están compuestos,
efectos del fluido intersticial que los contiene, propiedades electromágneticas o presencia
de campos externos. Esto hace que cada sistema granular presente dinámicas particulares.
A pesar de que cada grano que compone la materia granular es un sólido, en conjunto,
los granos pueden comportarse como un material en estado sólido o fluido, dependiendo
de la enerǵıa de los granos. Usualmente, se distiguen tres estados dinámicos en la materia
granular, caracterizados principalmente por la longitud de camino libre medio entre
part́ıculas: sólido, ĺıquido y gas. Para el estudio de los medios sólidos se ha recurrido al
uso de las teoŕıas de mecánica y elasticidad, mientras que para el caso fluido, la hidro-
dinámica es una buena aproximación. Sin embargo, aún se trabaja en el desarrollo de
una mecánica granular apropiada y un posible paso hacia este objetivo es la comparación
de la fenomenoloǵıa granular con los resultados de las teoŕıas de la mecánica de medios
viscosos, elástico o visco-plásticos [2, 11, 12].

Una de las propiedades que caracterizan a los medios granulares estáticos es el ángulo
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de reposo, determinado por medio del criterio de falla de Coulomb. Esta falla ocurre
cuando el esfuerzo cortante en un sistema granular formado por el apilamiento de granos,
excede el esfuerzo normal que hay entre ellos [10]. Por ejemplo, cuando granos de arena
se vierten lentamente sobre una superficie, ellos se acumulan hasta que el ángulo de
apilamiento alcanza un ángulo cŕıtico y, cuando este ángulo es excedido se produce una
avalancha en la superficie que relaja el sistema hasta alcanzar el estado estático, es decir,
cuando la suma de fuerzas sobre cada uno de los granos es igual a cero. La fricción
granular en estado cuasiestático es más complicada de caracterizar que en estado fluido.
Para sistemas granulares diluidos, las colisiones inelásticas son la fuente principal de
disipación de enerǵıa.

Otra propiedad importante en la materia granular estática es el efecto Janssen. El cual
describe la saturación de la presión en una columna granular soportada por una pared
lateral[13, 14]. Como se ha mencionado, para que un grano se encuentre en equilibrio, su
peso debe equilibrarse con la fuerza normal y la fricción con los granos vecinos, es decir, un
grano debe ser sostenido por los granos que se encuentran debajo de él hasta alcanzar el
fondo o las paredes del recipiente. Esta sucesión de fuerzas internas granulares se conocen
como cadenas de esfuerzo. Experimentalmente, las fuerzas de contacto intergranular se
han cuantificado mediante el uso de discos fotoelásticos [15]. En la figura 1.1 se presenta
una imagen de la estructura en la tensión visualizada por estos discos. Ambas imágenes
muestran discos fotoelásticos apilados dentro de una celda vertical que confina los granos
entre paredes frontales y laterales, dicha celda se conoce como Hele Shaw. Mediante el
análisis de imágenes, se pueden calcular las fuerzas de contacto normales y tangenciales
[15]. Una comparación entre los resultados experimentales y los resultados de simulaciones
por computadora se presenta en la figura 1.1. Notemos que debido a que las cadenas
de fuerza son producidas por el propio peso de los granos, los discos de la región más
profunda del contenedor se encuentran altamente estresados (más brillantes) debido al
efecto hidrostático.

a) b)

Figura 1.1: Caracterización con discos fotoelásticos de las fuerzas de contacto entre granos. a) Se muestra
el resultado experimental y b) las simulaciones correspondientes. Figura tomada de [15].

Un tópico muy estudiado en materiales granulares debido a su importancia en procesos
de producción de la industria y la agricultura, es la descarga de granos de un silo. En la
literatura se ha reportado que la razón de flujo de masa Q está dado por las fuerzas de
contacto entre los granos

Q = Cρ
√
g (D − kd)5/2 (1.1)

esta ecuación se conoce como ley de Beverloo [16], donde D es el diámetro de apertura
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del silo, d el diámetro del grano, C y k son parámetros de ajuste que se relacionan con
la fricción y la forma del grano, ρ la densidad de bulto y g la aceleración de la gravedad.
También se ha observado que durante la descarga, el flujo se interrumpe debido a la
formación de un arco en la salida del silo que provoca una rápida disipación de toda la
enerǵıa cinética dentro el sistema [17, 18].

Las propiedades mencionadas anteriormente son sólo algunas de las que se conocen en
medios granulares, sin embargo, permiten darnos una idea de la cantidad de comporta-
mientos peculiares que se presentan en la materia granular donde las fuerzas de contacto
dominan la dinámica.

Los medios granulares investigados en esta tesis, presentan una caracteŕıstica adicio-
nal a las mencionadas en párrafos anteriores: interacciones magnéticas. Sabemos que en la
naturaleza, diversos sistemas con propiedades magnéticas que presentan respuestas ante
la aplicación de campos externos. Por ejemplo, las tortugas y algunas aves migratorias
se desplazan orientándose por medio del campo magnético terrestre. Además, experimen-
talmente se han investigado fluidos ferromagnéticos y su respuesta ante la presencia de
campos magnéticos [19]. Por ello, los materiales granulares magnéticos presentan una
fuente de motivación para nuestro trabajo, lo cual nos ha llevado a caracterizarlos bajo
condiciones experimentales que no hab́ıan sido reportadas.

1.2. Materia granular magnética

Los materiales magnéticos se pueden clasificar en las siguientes categoŕıas: diamagnéti-
cos, paramagnéticos, ferromagnéticos, antiferromagnéticos y ferrimagnéticos. Cada uno se
caracteriza por el momento magnético neto que poseen [20], ver figura 1.2. Los materia-
les diamagnéticos no tienen momento magnético neto, cuando son sometidos a un campo
externo, las corrientes atómicas generadas dan lugar a una magnetización que se opone al
campo (el bismuto es un ejemplo de material diamagnético).

Paramagnético Ferromagnético

Antiferromagnético Ferrimagnético

Figura 1.2: Clasificación de los materiales magnéticos. Las flechas representan los momentos dipolares
magnéticos.

Los materiales paramagnéticos tienen momento magnético neto, pero el acoplamiento
entre los momentos magnéticos de sus vecinos es débil. Estos momentos tienden a alinearse
cuando se aplica un campo, pero el grado de alineación disminuye a altas temperaturas
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debido a los efectos aleatorios de la agitación térmica.

Los materiales ferromagnéticos tienen momento magnético neto y el acoplamiento
entre los momentos magnéticos de sus vecinos es fuerte. Estos acoplamientos dan lugar
a alineaciones espontáneas de los momentos en regiones macroscópicas llamadas dominios.

Finalmente, en los materiales antiferromagnéticos y ferrimagnéticos, los momentos
magnéticos entre vecinos se orientan con direcciones antiparalelas. En los materiales
antiferromagnéticos, las magnitudes de los momentos vecinos son iguales y por tanto,
no hay un momento magnético neto. Mientras que en los materiales ferrimagnéticos, los
momentos vecinos son desiguales y hay un momento magnético neto.

En esta tesis, nos enfocamos en el uso de materiales ferromagnéticos, los cuales tienen
un momento magnético neto y presentan un fuerte acoplamiento entre los momentos
dipolares vecinos [20]. Comunmente, este tipo de materiales, se conocen como materiales
magnéticos duros o imanes permanentes. Los imanes permanentes se pueden encontrar
en una gran variedad de equipos que van desde productos de consumo hasta maquinaria
industrial y aparatos de investigación. Por ejemplo, los equipos de audio y/o video,
computadoras personales, impresoras, fotocopiadoras, automóviles, electrodomésticos,
herramientas eléctricas, motores y generadores electromagnéticos industriales y diversos
aparatos biomédicos. Una ventaja fundamental de los imanes permantes es que pueden
generar un campo magnético relativamente fuerte sobre una región espacial extendida
durante un periodo de tiempo indefinido sin gasto de enerǵıa. Además, el campo que
proporcionan es constante. Otra ventaja de los imanes permanentes es que se pueden
fabricar con una amplia gama de propiedades estructurales, formas geométricas y patrones
de magnetización. También son relativamente económicos por unidad, dependiendo del
material utilizado. En los sistemas granulares reportados en esta tesis, usamos únicamente
imanes permanentes esféricos y ciĺındricos de neodimio-hierro-boro (NdFeB). Estos
imanes permanentes fueron fabricados y puestos a la venta al público a principios de la
década de 1980 como una opción rentable ante los imanes de samario-cobalto, que eran
más costosos y menos abundantes.

En la literatura se ha reportado la dinámica experimental y por simulación de este
tipo de materiales magnéticos bajo condiciones muy particulares. En [21, 22] se inves-
tigaron estructuras formadas por esferas magnéticas y los criterios de estabilidad para
obtener estados de enerǵıa magnética mı́nima. Recientemente, diferentes configuraciones
obtenidas con arreglos de esferas duras dipolares fueron reportadas en trabajos teóricos,
tales resultados muestran que las transiciones sólido-sólido que ocurren a temperatura
cero en sistemas dipolares pueden ser de importancia en sistemas relacionados de materia
blanda o molecular [23]. Además en algunos trabajos se ha reportado la dinámica de
configuraciones lineales de cadenas verticales coaxiales de esferas magnetizadas bajo
la influencia de la gravedad utilizando análisis de estabilidad [24] o bien, mediante
aproximaciones Lagrangianas en el estudio de cadenas lineales de imanes de neodimio
ciĺındricos [25]. En [26] se estudiaron esferas diamagéticas sobre un plano conductor
diamagnético horizontal y la dinámica de rebote generada por las interacciones de
los momentos dipolares. Un resultado para ampliar el conocimiento general sobre los

4



Antecedentes
1.2 Materia granular magnética

materiales granulares es el estudio de la descarga en un silo bidimensional de granos
magnéticos que se repelen entre śı [27, 6]. Como vimos en la sección anterior, la velocidad
de flujo del material está determinada por las fuerzas de contacto entre los granos. Sin
embargo, en un sistema granular repulsivo tenemos un sistema granular no convencional
donde no hay contacto entre part́ıculas. Se ha reportado que la dependencia de la
velocidad de flujo sigue aproximadamente la ley de potencia reportada en granos donde
hay colisiones cuerpo-cuerpo, ecuación (1.1), pero los perfiles de densidad y velocidad
durante la descarga son totalmente diferentes. Aśı como la presencia de obstrucciones
durante la descarga que favorece la formación de arcos. Desde el punto de vista compu-
tacional, también se han tenido avances importantes en la investigación y modelación
de sistemas formados por part́ıculas magnéticas con diversas formas geométricas in-
mersas en fluidos y su respuesta ante la aplicación de campos externos y flujos de corte [28].

1.2.1. Modelo de carga

El estudio teórico de los imanes permanentes se hace a partir de las ecuaciones de Max-
well, llamadas para este caso teoŕıa magnetostática. Dichas ecuaciones en forma diferencial
se expresan como

∇× ~H = 0

∇ · ~B = 0
(1.2)

con ~H la intensidad de campo magnético (A/m), ~B la densidad de flujo magnético (T) y
~J la densidad de corriente libre (A/m2). O bien en su forma integral

∮
C

~H · d~l = 0∮
C

~B · d~s = 0

(1.3)

En la teoŕıa magnética el dipolo magnético es la unidad fundamental. Este se puede
considerar como un par de polos magnéticos muy separados o equivalentemente como un
circuito de corriente, ver figura 1.3.

a) b)

Figura 1.3: Dipolos magnéticos: a) modelo de carga magnética y campo ~H; y b) modelo de circuito de
corriente y campo ~B.
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La magnetización ~M se mide como el momento magnético dipolar neto por unidad de
volumen

~M = ĺım
∆V→0

∑
i ~mi

∆V
(1.4)

donde
∑

i ~mi es la suma vectorial de los momentos dipolares contenidos en el elemento de

volumen ∆V . Si el dipolo magnético es sujeto a un campo externo ~B, este adquiere una
enerǵıa (en unidades del sistema SI):

U = −~m· ~B (1.5)

y experimenta una torca

~τ = ~m× ~B (1.6)

Además los campos ~B y ~H están relacionados por la ecuación constitutiva:

~B = µ0

(
~H + ~M

)
(1.7)

donde µ0 = 4π × 10−7 T m/A.

De identidades vectoriales, sabemos que si ∇ × ~A = 0 entonces ~A = −∇ϕ, entonces
podemos expresar ~H como

~H = −∇ϕm (1.8)

Usando la relación constitutiva (1.7), se tiene que

∇2ϕm = ∇ · ~M (1.9)

En ausencia de superficies fronteras, la solución de (1.9) se representa en su forma
integral por medio de la función de Green G(~x, ~x

′
) para ∇2

ϕm(~x) =

∫
G(~x, ~x

′
)∇′ · ~M(~x

′
)dv

′

= − 1

4π

∫
∇′ · ~M(~x

′
)

| ~x− ~x′ |
dv
′

(1.10)

donde ~x es el punto de observación, ~x
′

es el punto fuente, ∇′ opera sobre las coordenadas
primadas y la integración se hace sobre el volumen donde hay magnetización. Si ~M se
confina en un volumen V con permeabilidad µ0 y cae abruptamente a 0 fuera de este
volumen, entonces (1.10) se reescribe como

ϕm(~x) =
1

4π

∫
V

∇′ · ~M(~x
′
)

| ~x− ~x′ |
dv
′
+

1

4π

∮
S

~M(~x
′
) · n̂

| ~x− ~x′ |
ds
′

(1.11)

donde S es la superficie que delimita V y n̂ el vector unitario normal a S. Esta ecuación
sugiere definir las densidades volumétrica y superficial de carga como
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ρm = −∇ · ~M
σm = ~M · n̂

(1.12)

con unidades (A/m2) y (A/m) respectivamente.

Si el imán está en el espacio libre y se considera que el medio magnetizado es lineal,
homogéneo e istrópico, tenemos µ = µ0 y ~B = µ0

~H, entonces de (1.8) y (1.11) se encuentra
que

~B(~x) =
µ0

4π

∫
V

ρm(~x
′
)(~x− ~x′)

| ~x− ~x′ |3
dv
′
+
µ0

4π

∮
S

σ(~x
′
)(~x− ~x′)

| ~x− ~x′ |3
ds
′

(1.13)

Con este análisis se obtiene bajo estas condiciones que el campo en un punto ~x debido
a una carga Qm(~x

′
) en ~x

′
es

~B(~x) =
µ0

4π

Qm(~x
′
)(~x− ~x′)

| ~x− ~x′ |3
(1.14)

donde

Qm(~x
′
) = ρm(~x

′
)∆V carga volumétrica (1.15)

o

Qm(~x
′
) = σm(~x

′
)∆A carga superficial (1.16)

aqúı ∆V y ∆A son los elementos de volumen y área que contienen ρm(~x
′
) y σm(~x

′
)

respectivamente. La ecuación (1.14) nos da la intensidad de flujo magnético en térmi-
nos de una carga magnética, éste es el resultado sobresaliente del llamado modelo de carga.

A continuación presentamos el análisis para el cálculo de la enerǵıa, fuerzas y torcas
magnéticas entre dos objetos uniformemente magnetizados utilizando el modelo de carga
[20]. En este modelo, las interacciones son idénticas a las que ocurren entre dos dipolos
magnéticos puntuales a la misma distancia y con las mismas orientaciones magnéticas
que los cuerpos magnéticos [29]. Estos resultados son de suma importancia para las
aproximaciones numéricas de los caṕıtulos 2 y 3.

Consideremos dos imanes permanentes de forma arbitaria. Si cada imán tiene un
momento dipolar diferente de cero, los momentos dipolares de estos imanes dominarán
sus interacciones a distancias mayores que sus dimensiones y cada imán puede ser
tratado como un dipolo magnético puntual [30], ver Apéndice A. Por ejemplo, una esfera
uniformemente magnetizada produce un campo magnético idéntico a su campo dipolar,
no solo a grandes distancias, sino en todos los puntos fuera de la esfera. Por lo tanto, es
natural preguntarse si las fuerzas y torcas entre dos esferas uniformemente magnetizadas
son idénticas a aquellas entre dos dipolos puntuales, independientemente de su separación.
Este resultado tiene aplicaciones prácticas, por ejemplo, los campos dipolares y fuerzas
han sido utilizados para aproximar las interacciones entre ensambles de nanopart́ıculas
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esféricas [31] y microesferas magnéticas [32].

En la literatura se ha reportado el estudio de la fuerza entre dos esferas uniformemente
magnetizadas en el ĺımite de tres geometŕıas: (i) para magnetizaciones que son perpendi-
culares a la ĺınea que une los centros de la esferas [33], (ii) para magnetizaciones paralelas
que hacen un ángulo arbitrario con esta ĺınea [34] y (iii) para configuraciones con una
magnetización paralela a esta ĺınea y la otra en una dirección arbitraria [29]. Estos tres
cálculos reproducen fuerzas que son idénticas a las fuerzas entre dos dipolos magnéticos
puntuales. Los cálculos presentados aqúı se basan en argumentos de simetŕıa simples
y son para esferas de tamaño, posiciones, magnetizaciones y orientaciones magnéticas
arbitrarias.

El campo magnético en la posición ~r producido por un dipolo puntual ~m localizado en
el origen está dado por (1.14) [35]

~B (~m,~r) =
µ0

4π

(
3~m · ~r
r5

− ~m

r3

)
(1.17)

para r =| ~r |. Este campo puede ser obtenido del potencial escalar

ϕ (~m,~r) =
µ0

4π

~m · ~r
r3

(1.18)

ya que

~B (~m,~r) = −∇ϕ (~r) (1.19)

Debido a que ∇· ~B = 0, el potencial escalar ϕ satisface la ecuación de Laplace

∇2ϕ = 0 (1.20)

Consideremos dos dipolos, ~m1 y ~m2, localizados en la posición ~r1 y ~r2. De la ecuación
(1.17), el campo producido por el dipolo ~mi es

~Bi (~r) = ~B (~mi, ~r − ~ri) (1.21)

donde i = 1, 2 y ~r − ~ri es el vector de posición relativa del dipolo ~mi, ver figura 1.4 con
i = 1 y j = 2. De acuerdo a esto, el campo de ~mi, evaluado en la posición de ~mj es

~Bi (~rj) =
µ0

4π

(
3~mi ·~rij
r5
ij

~rij −
~mi

r3
ij

)
(1.22)

donde ~rij = ~rj − ~ri es la posición relativa entre ~mj y ~mi, y rij =| ~rj − ~ri |
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y

x

z

r⃗− r⃗1 r⃗− r⃗2

F⃗12

F⃗21

r⃗ 12

r⃗1 r⃗2

r⃗

M⃗ 1

M⃗ 2

a1 a2

Figura 1.4: Diagrama de dos esferas uniformemente magnetizadas con posiciones ~r1 y ~r2, radios a1 y a2,
magnetizaciones ~M1 y ~M2 y fuerzas magnéticas no centrales ~F1 y ~F2. Se muestra también un vector de
posición arbitraria ~r y vectores de posición relativa ~r − ~r1, ~r − ~r2 y ~rij = ~r2 − ~r1. Este diagrama también
es válido para fuerzas entre dos dipolos puntuales si las esferas ~M1 y ~M2 son reemplazadas por dipolos ~m1

y ~m2 en las mismas posiciones.

La interacción de enerǵıa entre ~mj y el campo magnético de ~mi está dado por

Uij = −~mj · ~Bi (~rj) (1.23)

Sustituyendo la ecuación (1.22) en esta expresión obtenemos

Uij =
µ0

4π

[
~mi · ~mj

r3
ij

− 3

(
~mi ·~rij

) (
~mj ·~rij

)
r5
ij

]
(1.24)

Además, la fuerza de ~mi sobre ~mj se sigue de

~Fij = −∇jUij (1.25)

donde ∇j es el gradiente respecto a ~rj . Haciendo uso de la ecuación (1.24), se obtiene

~Fij =
3µ0

4πr5
ij

[
(~mi · ~rij) ~mj + (~mj · ~rij) ~mi + (~mi · ~mj)~rij − 5

(~mi · ~rij) (~mj · ~rij)
r2
ij

~rij

]
(1.26)

Los primeros dos términos en el paréntesis cuadrado son paralelos a ~mi y ~mj respectiva-

mente. Por consiguiente, ~Fij es no central, esto significa que en general no es paralelo al
vector ~rij entre los dipolos.

Debido a la simetŕıa entre i y j, de las ecuaciones (1.24) y (1.26) se tiene

Uji = Uij (1.27)

y

~Fji = −~Fij (1.28)

implicando que la tercera ley de Newton se aplica a la fuerza magnética entre dipolos
magnéticos puntuales, y asegurando que el momento lineal se conserva en un sistema
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aislado formado de dipolos.

A continuación damos una demostración involucrando la tercera ley de Newton, mos-
tramos que la fuerza entre dos esferas con magnetizaciones uniformes ~M1 y ~M2 es idéntica
a la fuerza entre dos dipolos puntuales con sus momentos magnéticos correspondientes ~m1

y ~m2 localizados en las mismas posiciones y con las mismas orientaciones magnéticas que
las esferas. En figura 1.5(a) ~F12 representa la fuerza del dipolo ~m1 sobre el dipolo ~m2.
Esta fuerza es producida por el campo ~B1 del dipolo ~m1. En la figura 1.5(b), la esfera
~M1 produce el campo ~B1 y por tanto ejerce la misma fuerza ~F12 sobre el dipolo ~m2. Por

tercera ley de Newton, figura 1.5(c), ~F21 = −~F12 del dipolo ~m2 sobre la esfera ~M1. Esta
fuerza es producida por el campo ~B2 del dipolo ~m2. La esfera 2, como se muestra en la
figura 1.5(d) produce el campo ~B2 y por tanto ejerce la misma fuerza ~F21 sobre la esfera
~M1. Finalmente, aplicando la tercera ley de Newton se muestra que la fuerza ~F12 = −~F21

de la esfera ~M1 sobre la esfera ~M2 es idéntica a la fuerza del dipolo ~m1 sobre el dipolo ~m2,
figura 1.5(e).

m⃗1 m⃗2F⃗12

M⃗ 1 m⃗2
F⃗12

(a)

(b)

M⃗ 1 F⃗21
m⃗2

(c)

M⃗ 1 F⃗21
M⃗ 2

(d)

M⃗ 1 F⃗21 M⃗ 2

(e)

Figura 1.5: Diagrama ilustrando los cinco pasos del argumento con tercera ley de Newton para mostrar
que la fuerza entre dos esferas uniformemente magnetizadas es idéntica a la fuerza entre dos dipolos
puntuales.

Analizaremos ahora la torca de ~mi sobre ~mj , la cual tiene dos contribuciones [36],
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~τij = ~τAij + ~τBij (1.29)

El primer término surge del hecho que ~mj reside en el campo de ~mi, el cual está dado por:

~τAij = ~mj × ~Bi (~rj) (1.30)

La suma de pares de torcas (derivado de los dipolos que residen en los campos del otro)

~τA12 + ~τA21 =
3µ0

4πr5
12

[(~m1 · ~r12) ~m2 × ~r12 + (~m2 · ~r12) ~m1 × ~r12] (1.31)

en general, es diferente de cero. Por tanto a diferencia de los pares de fuerzas ~F12 y ~F21,
los pares de torcas ~τA12 y ~τA21 en general, no son iguales ni opuetos. La segunda contribución
a la torca, surge de la fuerza de ~mi sobre ~mj

~τBij = ~rj × ~Fij (1.32)

y debido a que ~Fij es no central, la suma

~τB12 + ~τB21 = ~r12 × ~F12 (1.33)

en general, también es diferente de cero. Las ecuaciones (1.31) y (1.32) revelan que la torca
neta sobre un par aislado de dipolos desparace idénticamente.

~τA12 + ~τA21 + ~τB12 + ~τB21 = 0 (1.34)

La torca suministrada por ~τA12 y ~τA21 cancela la torca generada por ~τB12 y ~τB21, y el momento
angular es conservado. Por esto, un sistema aislado dipolo-dipolo no rota espontánea-
mente y no hay intercambio entre el momento mecánico y electromagnético. Aśı, la torca
asociada con la fuerza sobre una esfera uniformemente magnetizada en el campo de un
dipolo es la misma que la torca sobre el correspondiente dipolo puntual. Estos resultados
aseguran que la torca neta sobre un sistema aislado de dos esferas es cero como se ha visto
para los dipolos puntuales. Todos los cálculos anteriores también son válidos para el caso
de cilindros magnéticos [20], por ello el modelo de carga será ampliamente ocupado en este
trabajo. Lo anterior, es una aproximación razonable pero inexacta ya que no tenemos ga-
rant́ıa de que nuestros imanes satisfagan las caracteŕısticas completas del modelo de carga.

1.2.2. Ĺıneas de campo

Finalmente, presentamos un modelo visual bidimensional para representar las ĺıneas
de campo magnéticas presentes en nuestros sistemas de estudio, figura 1.6, donde hemos
simulado numéricamente por medio del uso de un programa en Fortran y usando el modelo
de carga, la fuerza de interacción entre los imanes permanentes representados como cargas
puntuales en diferentes configuraciones, las cuáles se presentarán en nuestros sistemas
granulares estudiados.
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Antecedentes
1.2 Materia granular magnética

a) b)

Figura 1.6: Ĺıneas de campo magnéticas y curvas equipotenciales generadas por la interacción de imanes
permanentes usando el modelo de carga. (a) Configuración para una capa con cinco imanes colineales y
(b) ocho imanes con tendencia a la formación de doble capa.

a) b)

Figura 1.7: a) proyectil bidimensional y b) celda con paredes repulsivas.

Las configuraciones de las figuras 1.6 y 1.7 representan algunos de los modelos ex-
perimentales estudiados en este proyecto y los cuáles serán discutidos en los siguientes
caṕıtulos.
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Caṕıtulo 2

Sólido granular magnético

En esta sección se presentan los resultados experimentales y por simulación obtenidos
en el estudio de las propiedades mecánicas de ensambles de esferas magnéticas, llamados
aqúı magnetocristales. Tales ensambles corresponden a estructuras cúbicas (cP), hexago-
nales (Hx) e h́ıbridas (cP-Hx), sometidas a fuerzas externas de tensión, flexión y torsión.
Los magnetocristales poseen geometŕıa isotrópica pero debido a las interacciones dipolares
se producen anisotroṕıas en su estructura que modifican la estabilidad y la respuesta de
su configuración ante la aplicación de un esfuerzo.

2.1. Antecedentes

El estudio de nanopart́ıculas que se autoensamblan magnéticamente ha generado re-
ciente interés en la investigación de las interacciones que ocurren en este tipo de estructuras
magéticas. Por ejemplo, el estudio de ensambles tipo cadena, ha motivado la investigación
de la dinámica de bacterias magnetotácticas [4], en donde comprender el origen de la an-
isotroṕıa magnética en un conjunto de nanocristales magnéticos alineados representa un
desaf́ıo importante en el campo de la nanotecnoloǵıa. Dentro de estas bacterias biológicas,
cristales de magnetita (Fe3O4) con forma de cubo o de octaedro se dispone en filas pa-
ralelas al eje longitudinal de la célula (magnetosomas) y se organizan como un solo imán
capaz de orientar el organismo completo en presencia de campos geomagnéticos [5], figura
2.1 .

(a) (b) (c)

Figura 2.1: (a-b) Imágenes de bacterias magnetotácticas obtenidas por medio de microscopio por trans-
misión de electrones. (c) Orientaciones cristalográficas de los magnetosomas. Las flechas blancas indican
las orientaciones cristalográficas que siguen la orientación del campo de deposición, mientras que las flechas
negras se usan cuando las orientaciones no siguen esta dirección. Imagénes obtenidas de [4].
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Las nanopart́ıculas magnéticas pueden formar estructuras con propiedades mecánicas
interesantes que son de interés para la fabricación de dispositivos electrónicos. Por ejem-
plo, la aplicación de discos magnéticos de tamaño milimétrico en interfaces ĺıquido-aire
para producir patrones hidrodinámicos [37], o bien, en el estudio de procesos de auto-
emsamblado en estructuras cristalinas de ribosomas, nanofibras y peĺıculas delgadas [38].
También, se han investigado los efectos de las interacciones dipolares en arreglos hexagona-
les 2D de esferas huecas de tamaño nanométrico mediante simulación micromagnética en
diferentes tipos de materiales [39]. Además, recientemente ha tenido relevancia el estudio
experimental [40, 41, 42] y por simulación [3] de coloides magnéticos, los cuales pueden ser
sintetizados en una gran variedad de formas, por ejemplo, el uso de part́ıculas cúbicas de
hematita del tamaño de micras con recubrimientos de śılica, las cuales, bajo ciertas con-
diciones se auto-organizan en cristales con simetŕıa cúbica que dan lugar a la nucleación
y crecimiento del cristal, figura 2.2.

Figura 2.2: Autoensamblaje en cristales cúbicos de hematita. La presión osmótica ejercida por el poĺımero
favorece el contacto entre los cristales cúbicos de hematita. Imágenes obtenidas de [41].

Capa estérica

Partícula 
sólida

Figura 2.3: Modelación de part́ıculas magnéticas: (a) part́ıcula esférica con un momento dipolar magnéti-
co en el centro de la part́ıcula, (b) part́ıcula esfero-ciĺındrica con cargas magnéticas norte y sur en ambas
hemiesferas y (c) part́ıcula tipo disco con momento dipolar magnético en el centro. Imágenes obtenidas de
[3].

Mientras que por el lado computacional, se han modelado part́ıculas magnéticas
esféricas, esferociĺındricas y tipo disco, figura 2.3; y se ha analizado el comportamiento
microscópico de estas part́ıculas magnéticas en un campo magnético aplicado aśı como
su respuesta ante flujos de corte generados por la aplicación de una fuerza transversal
que da como resultado la variación de los esfuerzos normales del medio, usando dinámica
browniana y el método llamado lattice Boltzmann [28]. Esto abre la posiblidad de
controlar este tipo de materia suave por medio de campos magnéticos externos, lo
cual los hace ideales para una amplia gama de aplicaciones, desde su uso como sondas
micro-reológicas para inferir las propiedades viscoelásticas de fluidos complejos hasta su
implementación como sistemas activos en dispositivos microflúıdicos o bien en operaciones
precisas de administración de fármacos de una sola part́ıcula [43]. A escala macroscópica,
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se han aplicado cadenas granulares magnéticas para modular las fuerzas de contacto que
se observan normalmente en estructuras granulares no homogéneas y estudiar la velocidad
de propagación de señales acústicas [44].

En todos los ejemplos anteriores, el comportamiento del sistema es determinado prin-
cipalmente por la interacción magnética de sus componentes, la cual debido a su inherente
anisotroṕıa se vuelve un problema engorroso. Estudios recientes se han enfocado en inves-
tigar las interacciones de arreglos nanométricos tipo cadena, esta estructura ha resultado
tener la configuración más estable debido a su longitud caracteŕıstica y resistencia a la
flexión [45]. También se ha reportado el estudio teórico de arreglos de N esferas magnéti-
cas que pueden formar d́ımeros, tŕımeros, cadenas y anillos [46]. Para cadenas con más
de 14 esferas, éstas se apilan en forma de estructuras tubulares. Si estos anillos apilados
son grandes, se generan defectos configuracionales similares a los defectos puntuales en
estructuras cristalinas [47]. Estos estudios con esferas magnéticas se han enfocado en en-
contrar la geometŕıa necesaria para alcanzar la enerǵıa magnética mı́nima, este problema
ha sido resuelto para estructuras en una y dos dimensiones [21, 22], figura 2.4. Pero, para el
caso tres dimensional se mantienen muchas preguntas abiertas que uno se puede plantear
[48], por ejemplo, el análisis de estabilidad de estas estructuras cuando son sometidas a
esfuerzos a externos no ha sido medido y reportado. Por ello, en este trabajo de investiga-
ción nos planteamos la tarea de diseñar experimentos que se pudieran realizar en nuestras
condiciones de laboratorio, para medir la respuesta de diferentes arreglos de imanes ante
la presencia de fuerzas externas. Encontramos que era posible aplicar y medir sistemáti-
camente fuerzas de tensión, flexión y torsión sobre cadenas lineales de imanes, además de
ir aplicando dichas fuerzas a arreglos de cadenas ensambladas como láminas y luego con
esas láminas formar cristales tridimensionales. Al mismo tiempo, se invitó al experto de
nuestro laboratorio en métodos de simulación por computadora a realizar las simulaciones
pertinentes, durante este trabajo se fue discutiendo con el colaborador los resultados. Para
las simulaciones, el colaborador hizo uso del modelo de carga, además se adecuaron los
algoritmos numéricos para los ensambles de sistemas magnéticos formados por part́ıculas
que interaccionan como esferas duras con cáscara dura y una capa estérica de un diámetro
dado y con cargas magnéticas de signos opuestos, formando un dipolo magnético puntual.

Figura 2.4: Configuraciones de mı́nima enerǵıa en cadenas magnéticas para 2 ≤ N ≤ 15. Las configuracio-
nes con flechas negras muestran resultados numéricos del cálculo de enerǵıa, mientras que su configuración
experimental correspondiente se muestra a la derecha, imágenes obtenidas de [21].
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En el caso de los cristales atómicos, los cuales tienen una configuración tridimensional,
es importante conocer sus propiedades mecánicas de respuesta (elasticidad, plasticidad,
dureza, fragilidad) ante la aplicación de una fuerza externa como tensión, compresión,
flexión, corte, torsión o cargas combinadas, aśı como su respuesta como función de la
estructura cristalina, lo cual es relevante desde el punto de vista de las aplicaciones.
Por ejemplo, en ingenieŕıa cristalina existen métodos de śıntesis para diseñar sólidos
mediante la manipulación de estas estructuras, estas técnicas han sido una herramienta
eficaz para hacer adaptaciones y mejoras en las propiedades fisicoqúımicas y mecánicas
de los sólidos farmacéuticos (cocristales) [49]. Respecto a la respuesta de los materiales
ante la aplicación de una fuerza externa, se han realizado varias investigaciones para
evaluar si un cristal puede romperse de una manera frágil o si algún flujo plástico puede
acompañar a la fractura, la cual está relacionada con el ĺımite elástico de la estructura
hasta llegar a la generación espontánea de dislocaciones [50, 51, 52]. Llamaremos fractura
dúctil cuando la estructura se deforma sin que los granos magnéticos pierdan contacto
y ruptura frágil cuando se pierde contacto entre los granos una vez que se aplica el esfuerzo.

En esta tesis trabajamos con arreglos magnéticos de imanes esféricos milimétricos a fin
de lograr tener estructuras cristalinas diferentes. Las propiedades mecánicas de estas es-
tructuras magnéticas macroscópicas se analizaron por medio de experimentos de tensión,
flexión y torsión y fueron comparados con resultados obtenidos numéricamente usando
simulaciones de dinámica molecular o por minimización de enerǵıa. Estudiar este tipo de
estructuras es conveniente y sumamente útil debido a las dificultades que se presentan al
realizar pruebas mecánicas en sistemas nano o de tamaño microscópico. Espećıficamente
hemos llevado a cabo el estudio sistemático de los siguientes casos: cadena unidimensional
(1D), cadenas bidimensionales (2D) y arreglos tridimensionales (3D) con diferentes estruc-
turas cristalinas (magnetocristales cúbicos simples (cP), hexagonales (Hx) e h́ıbridos). Es
pertinente comentar que nuestro protocolo experimental se puede aplicar también a otros
arreglos. Sin embargo en esta tesis solo se presentaran y discutirán los casos mencionados.

2.2. Procedimiento experimental

Para los montajes experimentales se ocuparon esferas magnéticas de neodimio
(NdFeB) con diámetro d = 5.00± 0.005 mm y remanencia magnética de (1.17, 1.20) T.
La estructura más simple que se contruye con estas esferas es una cadena lineal con los
dipolos magnéticos de cada esfera alineados en la misma dirección, tal y como se muestra
en la figura 2.5a. Las cadenas 2D se emsamblan mediante el siguiente procedimiento: una
cadena larga se corta en dos segmentos lineales con igual número de cuentas y después
se unen lateralmente con sus dipolos apuntando en direcciones opuestas, de esta manera
los segmentos se atraen entre śı formando una lámina cuadrada (cP). Por otro lado, si
los segmentos se acercan lateralmente con sus dipolos apuntando en la misma dirección,
la estructura resultante es una lámina hexagonal (Hx), ambos tipos de ensambles se
pueden observar en la figura 2.5b. Para construir las estructuras 3D, llamadas aqúı
magnetocristales, se ensamblaron láminas 2D (cuadrada o hexagonal) superponiendo
capas de una estructura dada, una encima de la otra. Si las cadenas vecinas tienen
dipolos opuestos, se forman estructuras cúbicas (Fig. 2.5c). Si los dipolos magnéticos

16



Sólido granular magnético
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son paralelos en todas las esferas, la estructura resultante es hexagonal (Fig. 2.5d). Las
capas también se pueden unir con sus dipolos antiparalelos en un plano y paralelos en
el plano perpendicular para dar un cristal cúbico-hexagonal (Fig. 2.5e). Siguiendo este
procedimiento, construimos arreglos con el mismo número N de cadenas en cada plano,
utilizando un total de N2 cadenas de longitud l > 30d, con Nε[2, 6]. Cabe mencionar que
el arreglo hexagonal corresponde a la estructura bct (tetragonal centrada en el cuerpo)
de esferas duras dipolares (cuando no está deformada, es decir, en reposo). Aqúı, usamos
la notación -Hx- en lugar de -bct- para generalizar su uso en el caso de estructuras h́ıbridas.

a) cadena 1D

b) cadenas 2D

Magnetocristales 3D

c) cP

d) Hx

e) cP-Hx

Figura 2.5: Ensambles de esferas magnéticas: a) cadena lineal, b) lámina cúbica y hexagonal, c) cristal
cúbico, d) cristal hexagonal y e) cristal h́ıbrido. Las flechas en color negro indican la dirección de los
momentos dipolares.

Para medir la respuesta mecánica de las estructuras magnéticas, se aplicaron esfuerzos
de tensión en las configuraciones 1D y 2D; además para las estructuras 3D se analizaron
también las respuestas a esfuerzos externos de flexión y torsión utilizando los tres arreglos
experimentales que se muestran en la Fig. 2.6. En los magnetocristales, la resistencia a la
flexión se midió aplicando una carga perpendicular al cristal con los extremos fijos en un
soporte (Fig. 2.6a). La respuesta a la tensión en el cristal se obtuvo sometiendo el ensamble
magnético a un esfuerzo tensil con un extremo fijo y tensando desde el otro extremo del
ensamble (ver figura 2.6b). En ambos casos, la fuerza de carga F se midió utilizando un
sensor de fuerza Mark-10 con una resolución de ± 0.01 N y una frecuencia de lectura de
10 Hz. El sensor se desplazó con una velocidad v = 0.75 mm/s utilizando un motor paso a
paso en la dirección indicada por la flecha roja en cada caso. Es importante comentar que
se probaron diferentes velocidades del sensor encontrando que a velocidades superiores a la
mencionada el sistema presenta un comportamiento que no se puede reproducir. Es decir
la velocidad óptima de trabajo es de 0.75 mm/s, al menos para los sistemas trabajados
en esta tesis. Esto nos permitió medir F como función del tiempo t, o equivalentemente,
en función de la deformación ∆x = vt. Para medir la resistencia a la torsión, se fijó un
extremo del cristal a un medidor de torque Omega HHTQ88 con una resolución de 0.1
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N-cm y una frecuencia de lectura de 8 Hz, este se giró alrededor de su eje más largo
desde el extremo opuesto utilizando el motor de paso (Fig. 2.6c). Por medio de estos
procedimientos, determinamos la fuerza de tensión Ft y la fuerza de flexión Fb como
función de ∆x, y el torque τ como función del ángulo de giro θ. Los datos de fuerza
se registraron hasta que se presenta la falla en el cristal (ruptura). Los experimentos se
repitieron cinco veces para cada magnetocristal de sección transversal N×N . En el caso de
arreglos 1D y 2D, solo aplicamos esfuerzo de tensión para medir la resistencia máxima en
cada caso. Como se puede inferir las estructuras que se trabajaron son estables y permiten
realizar experimentos de forma sistemática con condiciones reproducibles y controladas. Es
posible tener otras estructuras estables, sin embargo los objetivos de esta tesis se limitaron
a las estructuras mencionadas.

a) Flexión b) Tensión c) Torsión 

Figura 2.6: Arreglos experimentales usados para medir la respuesta mecánica de los cristales magnéticos
ante la aplicación de: flexión, tensión y torsión. Las flechas en color rojo indican la dirección de la fuerza
aplicada.

2.3. Simulaciones numéricas

Simular el movimiento dinámico en tres dimensiones de los materiales granulares
representa un desaf́ıo computacional debido a sus propiedades f́ısicas únicas. Sin embargo,
es posible incorporar técnicas de sistemas f́ısicos similares y modelar la materia granular
como una gran colección de part́ıculas cuyas fuerzas de contacto siguen ciertas leyes y
donde las part́ıculas representan elementos discretos del material simulado. Por ello, en
colaboración con miembros del laboratorio de materia granular (GrainsLab) del Instituto
de F́ısica (BUAP), se llevaron a cabo simulaciones numéricas en conjunto con las pruebas
experimentales para comparar y extrapolar resultados. Para las cadenas 1D y 2D, se
realizaron simulaciones de dinámica molecular (MD por sus siglas en inglés de Molecular
Dynamics) para determinar la dinámica de las estructuras al aplicar un esfuerzo tensil, aśı
como las reorientaciones de los dipolos para cada part́ıcula que conforma la cadena. Esta
aproximación numérica se puede ampliar para las estructuras 3D; dado que la cantidad
de interacciones crece como una potencia de N y dadas las capacidades informáticas,
se implementó un método de minimización de enerǵıa aleatoria (REM por sus siglas
en inglés, random minimization energy) para el estudio de los magnetocristales 3D. Los
detalles de las simulaciones son adecuaciones a los algoritmos usados y publicados por
Satoh [3], pero no se incluyen en esta tesis por derechos de autor.

En las simulaciones de MD las ecuaciones de movimiento se integran aproximada-
mente. En este trabajo se utilizó el algoritmo de velocidad de Verlet, ver apéndice B.
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Consideramos la atracción magnética y la fuerza de contacto entre part́ıculas, esta última
se aproximó con la ley de contacto de Hertz utilizando el módulo de Young Y = 40 GPa
para el imán de neodimio.

Los imanes permanentes esféricos que forman cada estructura tienen un dipolo
magnético ~m de magnitud constante igual al valor medido experimentalmente. La fuerza
magnética entre dos esferas magnetizadas uniformemente se asume que satisface la misma
ecuación que describe la fuerza entre dos dipolos magnéticos puntuales con los mismos
momentos magnéticos ubicados en los centros de las esferas [29], es decir, se asume que
la interacción imán-imán satisface el modelo de carga. La fuerza ~Fab actuando sobre un
dipolo magnético ~ma debido al campo magnético de un dipolo mb localizado en la posición
~r se expresa como [53]

~Fab = −∇U = ∇(~ma · ~B(~mb)) (2.1)

donde el campo magnético ~B en la posición ~r desde ~mb está dado por

~B(~mb) =
µ0

4πr3
(3(~mb · r̂)r̂ − ~mb) (2.2)

por esto, la fuerza está dada por

~Fab =
3µ0

4πr4
[(r̂ × ~ma)× ~mb + (r̂ × ~mb)× ~ma − 2r̂(~ma · ~mb) + 5r̂((r̂ × ~ma) · (r̂ × ~mb))]

(2.3)
donde µ0 es la permeabilidad en el vaćıo y r̂ = ~r/|r|. Por otro lado, la aceleración angular
α(t) fue calculada dividiendo la torca actuando sobre cada imán por su momento de inercia.
La torca sobre ~ma debido al campo magnético de ~mb es

~τab = ~ma × ~B(~mb) (2.4)

entonces

~τab =
µ0

4πr3
~ma × (~mb − 3(~mb · r̂)r̂) (2.5)

Las ecuaciones (2.3) y (2.5) fueron usadas para obtener las aceleraciones lineal y
angular ~a(t) y ~α(t) a fin de introducirlas en el algoritmo de velocidades de Verlet para
obtener la dinámica. En las simulaciones numéricas, el sensor se modela como un resorte
que tira de la estructura y también permit́ıa la reorganización de la estructura. De la
deformación de la cadena se obtuvo la resistencia a la tensión.

Para el caso 3D, construimos numéricamente estructuras cristalinas equivalentes a las
utilizadas en los experimentos, colocando esferas en arreglos cúbicos y hexagonales utili-
zando el programa Mathematica para hacer la visualización. Para una estructura cúbica,
las orientaciones de los dipolos magnéticos calculados a partir de la técnica de minimiza-
ción de enerǵıa aleatoria (REM)[54, 55] tienen una configuración sin dirección preferencial
pero tal que minimiza su enerǵıa, como lo indican las flechas negras en la figura 2.7a. Estas
configuraciones dipolares para conjuntos cúbicos también se obtuvieron en la Ref. [56] en
donde se han explorado arreglos de cuentas magnéticas a lo largo de cadenas y anillos;

19



Sólido granular magnético
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mostrando que es posible crear defectos mecánicamente estables en los arreglos dipolares.
No obstante, nuestras simulaciones muestran que si se aumenta el número de capas en uno
de los ejes del crital, se obtiene una orientación dipolar preferencial como se muestra en
la Fig. 2.7b.

Figura 2.7: a) Orientaciones dipolares en una estructura cúbica de imanes esféricos permanentes. b) Si
se aumenta el número de capas en una dirección, los dipolos se reorientan en una dirección. c-d) Ejemplos
de estructuras cP construidas numéricamente y sometidas a flexión y torsión. Para simular la flexión, cada
capa de la estructura se traslada lateralmente manteniendo las extremidades del cristal fijas. La torsión se
simula girando cada capa del cristal (colaboración GrainsLab).

Numéricamente, simulamos los diferentes tipos de deformación de los magnetocristales
al desplazar los planos de las esferas magnéticas en una dirección deseada y la configuración
más estable se obtuvo mediante REM. Este método se ha aplicado anteriormente para
obtener configuraciones estables de cadenas lineales y anillos propuestos en la Ref. [21].
Esta aproximación consiste en realizar una búsqueda aleatoria de minimización de enerǵıa
para calcular las orientaciones del dipolo magnético en cada paso de la deformación. Luego,
la enerǵıa de interacción de cada dipolo magnético ~ma en un campo magnético externo ~B
producido por un segundo dipolo ~mb se calcula mediante [53]:

U = −~ma · ~B(~mb) (2.6)

Usando el principio de adición agregamos las contribuciones de enerǵıa de todas
las esferas magnéticas que interactúan y calculamos la enerǵıa magnética total de la
estructura y su variación desde la posición inicial hasta la posición final. En una primera
aproximación, este valor debe ser igual a la enerǵıa mecánica suministrada por la fuerza
externa o torca. De la derivada de la enerǵıa magnética con respecto al desplazamiento
o al ángulo de torsión podemos estimar la fuerza de flexión, tensión o torsión hasta el
momento de la fractura de la estructura. En todos los casos, el proceso finaliza cuando
dicha derivada alcanza un máximo. Los esfuerzos en la fractura fueron calculados por
REM y se compararon con los valores experimentalmente obtenidos. A continuación
se presentan los resultados experimentales y las estimaciones numéricas, aśı como su
respectiva discusión.
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2.4. Resultados y discusión

2.4.1. Fuerza de tensión sobre una cadena simple

El primer sistema fue una cadena lineal sometida a un esfuerzo de tensión. La figura
2.8a muestra los resultados obtenidos de medir la fuerza de tensión FT como función de
∆x para tres experimentos con una cadena de 30 esferas (ĺıneas de color). Notemos el
crecimiento abrupto de FT desde cero hasta un valor experimental FmaxT ≈3.45 N en el
cual la cadena se rompe. Después de la fractura, a medida que aumenta ∆x, FT decae
rápidamente a cero. Sin embargo, incluso cuando se ha alcanzado la ruptura mecánica,
la fuerza de atracción magnética es diferente de cero y disminuye con ∆x. En la figura
2.8b, FmaxT se presenta como función del número de esferas magnéticas que conforman
la cadena (puntos negros), con su respectiva barra de error. Se encontró que cuando
solo se separan dos esferas magnetizadas FmaxT ≈ 3.0 N. Pero, este valor aumenta y se
satura en FmaxT ≈ 3.45 N para cadenas que tienen más de 10 esferas. Esto implica que la
contribución a la fuerza de atracción entre dos vecinos debido a la presencia de las otras
esferas es aproximadamente el 12 % de su valor de la interacción dipolo-dipolo, es decir,
esta interacción es dominante incluso cuando la cadena es considerablemente larga.

∆x (mm) Esferas

Figura 2.8: Fuerza de tensión requerida para fracturar una cadena: a) FT vs ∆x. Las ĺıneas en color
representan los datos experimentales y la ĺınea negra a trazos representa F ∝ ∆x−4. b) Fmax

T como función
del número de esferas magnéticas que conforman la cadena obtenida, experimentos (puntos negros) y
simulaciones con dinámica molecular (ĺınea roja).

El valor de FmaxT entre dos esferas magnetizadas es útil para calcular el momento
magnético de las esferas. De la ecuación (2.3), si ~ma = ~mb = ~m y ambos dipolos puntuales
se encuentran en la misma dirección paralela/antiparalela al vector de posición ~r, la fuerza
~F sobre ~m es atractiva y/o repulsiva y tiene magnitud

Fab =
3µ0m

2

2πr4
(2.7)

Dado que experimentalmente obtuvimos FmaxT = 3,0 N para dos esferas separadas
(centro a centro) por una distancia d = 5.0 mm, sustituyendo en (2.7), encontramos
que la magnitud del momento magnético de la esfera es m = 0.056 Am2. Este valor se
usó en las simulaciones de dinámica molecular (MD) para calcular FmaxT para cadenas
de diferente longitud, este resultado se muestra con una ĺınea roja que satura en ∼ 3.6
N en la figura 2.8b. Note que el resultado numérico sobreestima el valor de saturación
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encontrado experimentalmente, esto se debe seguramente a que el cálculo numérico se
realizó usando el modelo de carga, el cual sabemos es una aproximación de un sistema
ideal, sin embargo, consideramos que es una buena aproximación y predice correctamente
que si nuestros imanes fueran ideales tendŕıamos un fuerza resultante mayor.

Por otra parte, calculamos la fuerza que actúa sobre una esfera magnética de la cadena
como función de la separación ∆x después de la ruptura. Esta fuerza se expresa como la
suma de las fuerzas individuales ejercidas sobre la esfera debido a la presencia de las otras
esferas. Después de la fractura, si r es la distancia de una esfera a otra esfera en el punto
de la fractura, se tiene:

FT =
3µ0m

2

2π

(
1

r4
+

1

(r + d)4 +
1

(r + 2d)4 + ...+
1

(r + nd)4

)

=
3µ0m

2

2πr4

(
1 +

k=n∑
k=1

1(
1 + kd

r

)4
) (2.8)

renombrando el último término como β, se obtiene:

Ftot =
3µ0m

2

2πr4
(1 + β) (2.9)

Dado que el primer término de la ecuación (2.8) corresponde con la ecuación (2.9) para
el caso de dos esferas magnetizadas, entonces el segundo término incluye la contrubución
debido al resto de las esferas de la cadena. Usando la ecuación (2.8) para ajustar los datos
experimentales de la figura 2.8a), se muestra con ĺınea roja y usando el valor de m = 0.056
Am2, se obtiene que β = 0.12, lo cual significa una contribución de ∼ 12 %, en acuerdo
con los datos experimentales.

2.4.2. Fuerza de tensión en una cadena 2D (lámina)

Los resultados anteriores muestran que la resistencia a la tensión para cadenas de más
de 10 esferas es prácticamente constante. De acuerdo con este resultado experimental,
elegimos trabajar con un mı́nimo de 30 esferas de largo. Analizamos también la resistencia
a la tensión de cadenas que unidas forman una lámina dos dimensional (2D), es decir,
cadenas 2 × 1. Las imágenes a la izquierda de la figura 2.9a muestran que, cuando se
aplica un esfuerzo de tensión sobre el ensamble, la cinta se rompe sin deformación en el
ensamble cúbico, similar a una fractura frágil. En contraste, la cinta hexagonal sufre una
deformación parecida a una deformación dúctil en un movimiento en zig-zag, ver figura
2.9b. Note que los resultados obtenidos numéricamente son equivalentes, como lo muestran
las imágenes a la derecha en la figura 2.9. En las simulaciones de MD, la ĺınea radial en
cada part́ıcula indica la orientación del dipolo magnético. Esto permite observar cómo
giran los dipolos durante la deformación. En el caso cuadrado, los dipolos se orientan para
tener una configuración de mı́nima enerǵıa después de la ruptura, este resultado está en
consistencia con el estudio teórico que se muestra en el Apéndice A, donde se muestra como
interaccionan dos esferas magnéticas según la orientación de sus dipolos, es evidente que
en una lámina es más complicado puesto que hay contribución de los vecinos a la enerǵıa
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de interacción. En el caso hexagonal, los dipolos permanecen prácticamente alineados, y
esto permite la deformación dúctil.

Experimento Simulaciones MD

a) cP

b) Hx

Figura 2.9: Cadenas 2D sometidas a esfuerzos de tensión: a) estructura cuadrada (cP) y b) estructura
hexagonal (Hx). Los snapshots de la izquierda muestran el proceso de ruptura experimental.

Las gráficas de la figura 2.10 muestran la fuerza como función de la deformación ∆x.
Note que la cadena cuadrada, figura 2.10a, admite una resistencia máxima a la tensión
FmaxT ≈5.6 N, y posteriormente disminuye hasta cero, este decaimiento es proporcional a
1/r4 de acuerdo con el modelo de carga, note que el comportamiento es similar al caso
de una cadena simple. Para la estructura hexagonal, figura 2.10b, FmaxT ≈ 4 N, seguido
de una variación periódica de FT que alcanza máximos locales de ∼ 2 N después de cada
paso de deformación igual a la mitad del diámetro de part́ıcula d/2, es decir, cuando
los dipolos se alinean de nuevo. Los valores promedio obtenidos de cinco repeticiones
fueron FmaxT =(5.8±0.2) N y FmaxT =(4.1±0.1) N para arreglos cuadrados y hexagonales,
respectivamente. Para los máximos periódicos en zig zag FT =(2.1±0.2) N. Cabe señalar
que la resistencia a la tensión esperada de la contribución de dos cadenas largas individuales
es de 6.9 N (experimentalmente obtuvimos que la fuerza necesaria para romper una cadena
es 3.45 N). Por lo tanto, la estructura hexagonal genera un mayor apantallamiento a las
cargas magnéticas asumidas en la interacción atractiva que en la matriz cuadrada.

Simulación MD
Experimento

a) cP b) Hx

Figura 2.10: Fuerza de tensión FT como función de la deformación ∆x para una cadena 2D. Las ĺıneas
sólidas representan los experimentos y las ĺıneas a trazos los resultados numéricos.
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2.4.3. Resistencia a la tensión en magnetocristales

A continuación se presenta la respuesta mecánica de las estructuras magnéticas tridi-
mensionales cuando un esfuerzo de tensión es aplicado. La dinámica de deformación de
los arreglos cP, Hx y cP-Hx con dimensiones 3× 3 se muestra en las imágenes de la figura
2.11. De igual forma que en el caso 2D, el magnetocristal cP se rompe en dos partes,
manifestando una ruptura frágil, pero se observa una deformación extensa en los otros dos
cristales (cP y cP-Hx), que se asemeja a una ruptura dúctil.

Figura 2.11: Proceso de deformación en magnetocristales sometidos a esfuerzos de tensión: a) cP, b) Hx
y c) estructuras cP-Hx.

Figura 2.12: Resultados experimentales. Resistencia a la tensión como función de la deformación ∆x
en magnetocristales con dimensiones 3×3. Las estructuras pueden deformarse de forma periódica (ĺıneas
azules) o desordenadas (ĺıneas rojas) dependiendo de la velocidad de deformación.

En los gráficos de la figura 2.12, el primer pico de FT como función de ∆x muestra una
mayor resistencia a la tensión para la estructura cP (FT ∼ 25 N) que para la matriz Hx
(FT ∼ 20 N), esta dinámica es similar a la observada en sistemas 2D. Para las matrices Hx,
las esferas pueden desarrollar una reorganización continua que disminuye el tamaño de la
estructura (ver figura 2.11b) y produce una variación periódica en FT con máximos cada
∆x ≈2.5 mm = d/2. Esta dinámica surge del hecho de que las cadenas rotas se desplazan
a lo largo de los planos de deslizamiento orientados a 60◦ con el vecino libre más cercano,
donde el campo magnético es más fuerte y donde el producto ~mj · ~B tiene un máximo [57].
Sólo cuando se llega a una cadena lineal de esferas, se logra el fallo de la estructura. Este
reordenamiento continuo recuerda la deformación progresiva en las estructuras cristalinas
[58]. Para los cristales cP-Hx, la dinámica de ruptura es una combinación de los compor-
tamientos de los cristales cP y Hx: las interacciones dominantes se producen en los planos
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cúbicos y determinan la resistencia máxima (FT ≈ 25 N), no obstante la deformación
después de la ruptura es periódica, como en el caso de los arreglos hexagonales, figura 2.11c.

La fuerza máxima de ruptura FmaxT medida para las estructuras cP y Hx de diferentes
dimensiones N × N se muestra en la figura 2.13. La dependencia esperada debido a la
contribución de N2 cadenas individuales seŕıa FT =(3.45N2) N y se indica en el gráfico con
una ĺınea azul. Sin embargo, si realizamos un ajuste cuadrático a los datos experimentales,
se encuentra una contribución por cadena de 2.39 N y 1.72 N para estructuras cP (ĺınea
negra) y Hx (ĺınea roja) respectivamente. Estos valores se desv́ıan del valor esperado en
un 30 % y 50 % aproximadamente. Si se usaran N2 cables de acero de la misma rigidez en
lugar de esferas magnéticas, la resistencia total seŕıa N2 veces la contribución de un cable
individual, pero aqúı la interacción magnética entre cadenas genera un apantallamiento
entre las cargas debido a la orientación de los dipolos que como hemos visto en la estructura
Hx se mantienen practicamente alineados. Las simulaciones de minimización de enerǵıa
(REM) reproducen la resistencia a la tensión de la estructura cP (curva negra a trazos). No
obstante, se obtuvo una desviación considerable del valor experimental para la estructura
Hx (curva roja a trazos).

Figura 2.13: Fuerza máxima de ruptura Fmax
T de magnetocristales sometidos a fuerza de tensión como

función de las dimensiones del cristal N×N (puntos sólidos). Las curvas continuas corresponden a Fmax
T ∝

N2 y las curvas a trazos con las simulaciones de minimización de enerǵıa.

2.4.4. Resistencia a la flexión en magnetocristales

A diferencia de las estructuras magnéticas 1D y 2D, los magnetocristales adquieren
rigidez en todas las direcciones y pueden soportar una considerable flexión y torsión. La
resistencia a la flexión es el esfuerzo para fracturar el ensamble mientras se dobla. La
figura 2.14 muestra magnetocristales a) Hx y b) cP 3 × 3 sometidos a flexión por una
fuerza perpendicular FB. En el caso de estructuras hexagonales, la fractura es tipo frágil
y se rompe ante una deformación por flexión casi despreciable δx que es la magnitud del
desplazamiento transversal del ensamble. Esta respuesta contrasta con la estructura cúbica
que resiste mayor flexión antes de fracturarse (fractura dúctil). Recordemos que cuando se
aplica un esfuerzo de tensión a una estructura cP, la ruptura es frágil, mientras que para
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la estructura Hx es dúctil. Por lo tanto, un magnetocristal puede ser dúctil o frágil según
la dirección cristalográfica en la que se aplique el esfuerzo.

a) Hx b) cP

Figura 2.14: Montaje experimental: a) Magnetocristal Hx y b)cP, sometidos a esfuerzo de flexión. Note
que la estructura Hx se rompe (forma de V) mientras que la matriz cP se dobla, en ambos se mide la
deformación perpendicular δx.

Figura 2.15: Fuerza de flexión experimental FB requerida para producir una deformación perpendicular
δx en los ensambles Hx, cP y cP-Hx de diferente tamaño (ĺıneas sólidas). El gráfico Hx-cP, indica que
la fuerza en la estructura h́ıbrida se aplica sobre el plano con configuración Hx, mientras que el cP-Hx
indica que la fuerza se aplica sobre el plano cP de la estructira. Las ĺıneas a trazos corresponden con
las simulaciones REM. Las curvas con δx < 0 representan valores de fuerza medidos antes de aplicar el
esfuerzo sobre la estructura.

La figura 2.15 muestra la fuerza de flexión FB como función de la deformación para
todos los tamaños N×N y tipos (Hx,cP y cP-Hx) de estructuras evaluadas experimental-
mente (curvas continuas) y por simulación por minimización de enerǵıa (curvas a trazos),
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estas curvas obtenidas numéricamente son válidas hasta que la estructura alcanza la
máxima resistencia, después de este punto el decaimiento en las curvas no representa
los datos experimentales. En todos los casos analizados, se encuentra que las estructuras
hexagonales resisten más a la flexión que las estructuras cúbicas pero son menos elásticas
(los momentos dipolares con dirección paralela favorecen la dureza de la estructura Hx),
dado que la fuerza máxima de flexión FmaxB se encuentra cuando δxHx � δxcP . Para el
caso de las estructuras h́ıbridas, en donde recordemos que se combinan planos cúbicos y
hexagonales, si el esfuerzo de flexión es aplicado en el plano hexagonal (Hx-cP) el arreglo
presenta mayor dureza, incluso es más resistente que un arreglo puro Hx, pero si la flexión
se aplica en el plano cP (cP-Hx) el magnetocristal es elástico. Este resultado es relevante
ya que indica que podemos combinar caracteŕısticas de dureza y elasticidad en una sola
estructura, lo cual puede ser de interés para diversas aplicaciones, por ejemplo, para el
desarrollo de nuevos metamateriales [59].

Cristal: N X N 

cP

Hx

a) b)

Figura 2.16: Fuerza máxima de flexión Fmax
B para magnetocristales cP y Hx como función del tamaño

del cristal N ×N , experimentos (puntos sólidos) y simulaciones (puntos abiertos). A la derecha se muestra
que Fmax

B ∝ N3 para la estructura hexagonal y Fmax
B ∝ N(N − 1) para la estructura cP.

La figura 2.16a muestra FmaxB como función de la dimensión N ×N del magnetocristal
y 2.16b presenta ajustes tipo FmaxB ∝ N3 para una estructura hexagonal, mientras que
para un cristal cúbico FmaxB ∝ N(N − 1). En la literatura se ha reportado que para una
barra de sección transversal rectangular continua a la cual se aplica una carga en una
configuración de flexión de tres puntos, como la que se utiliza en nuestros experimentos,
el esfuerzo de flexión es aproximadamente igual que el esfuerzo para alcanzar la ruptura
por medio de tensión y viene dada por [60]:

σ =

(
3

2

)
FmaxB L

ab2
(2.10)

donde a y b son el ancho y el grosor de la barra y L es la longitud de la barra. En nuestros
experimentos y simulaciones, para todos los casos analizados FmaxB � FmaxT . Además, sólo
los magnetocristales hexagonales siguen la dependencia esperada en σ. Dada la pendiente
0.162±0.007 de la curva negra de la figura 2.16b y usando la ecuación (2.10) para la

estructura hexagonal con L = 23d =11.5 cm y a = b =
√

3
2 Nd (figura 2.17), se encuentra
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que la resistencia a la flexión es σHx =(344±40) kPa. Notemos que este resultado es válido
para nuestro sistema experimental a pesar de que lo hemos considerado como una barra
continua. Es conveniente resaltar que es un problema interesante deducir una expresión
anaĺıtica que contenga la información magnética de la estructura, pero no es nuestro
objetivo. Para la estructura cúbica, la ecuación (2.10) no se puede aplicar considerando
que FmaxB no sigue la dependencia cúbica de N . Por ello, calculamos la tensión resultante
bajo una fuerza axial dada por

σcP =
FmaxB

ab
=

FmaxB

N(N − 1)d2
(2.11)

y de la pendiente 0,58± 0,01 del ajuste de la curva roja de la figura 2.16b, se encuentra:
σcP =23.2 kPa. Aunque ésta es una aproximación, claramente σHx � σcP , como se muestra
en los datos experimentales. Para estructuras h́ıbridas, la resistencia a la flexión, está
determinada principalmente por la estructura cristalina del plano sobre el cual se aplica
la fuerza de deformación. Sin embargo, FmaxB para el ensamble Hx-cP y más bajo para el
cP-Hx; por lo tanto, la elasticidad dada por los planos cP mejora la rigidez en los planos
Hx, pero la rigidez de los planos Hx disminuye la rigidez de los planos cP. Notemos que
en todos los casos, las simulaciones predicen bien los valores experimentales.

a=√3
2
Nd Nd

60 °

Figura 2.17: Geometŕıa de la estructura hexagonal dos dimensional.

A continuación presentamos los resultados para el análisis de torsión aplicado a mag-
netocristales.

2.4.5. Resistencia a la torsión en magnetocristales

La última prueba mecánica aplicada a las estructuras magnéticas fue la resistencia a
la torsión. Las figuras 2.18a-c muestran la torca τ medida como función del ángulo de
torsión θ para las diferentes estructuras. Claramente, la resistencia a la torsión es consi-
derablemente mayor para las estructuras Hx que para las cP. Sin embargo, los ángulos de
fractura θf son más pequeños para Hx que para los arreglos cP. De manera similar a las
pruebas mecánicas anteriores, la respuesta mecánica a la torsión de las matrices h́ıbridas
está en acuerdo con su respuesta ante flexión y la tensión: una combinación de rigidez y
plasticidad.

En el caso de una varilla continua de longitud L sometida a torsión, la relación entre
la torca τ y el ángulo de giro θ está dada por:

τ = GJTL
−1θ (2.12)

28



Sólido granular magnético
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donde el producto del módulo de shear, G, y el segundo momento del área, JT , da la
rigidez torsional, y θ/L es la razón de torsión o giro. Para una barra de sección transversal
rectangular con lados a ≥ b, JT = K1

(
a
b

)
ab3, donde los valores de K1

(
a
b

)
se dan en [61].

En nuestros cristales, la dependencia lineal τ(θ) dada por la ecuación (2.12) es claramente
observada únicamente cuando θ � θf . Por tanto, aplicamos un ajuste de la forma τ = s3θ
a la parte lineal de cada curva (el rango lineal de θ vaŕıa dependiendo del tipo y tamaño
de estructura) en las figuras 2.18a-c para obtener las pendientes s3 = GK1

(
a
b

)
ab3/L, las

cuales se grafican como función de la dimensión del cristal en la figura 2.19a. El gráfico
log-log, figura 2.19b, presenta la dependencia s3AN

4, donde A en unidades [N/m3] es una
constante que se obtiene ajustando los datos y depende de la estructura cristalina. Por
tanto se obtiene que el valor medio del módulo de shear y está dado por G = AL/K1d

4,
el cálculo para cada estructura es GcP ≈ 29 kP, GHx ≈ 54 kP y GcP−Hx ≈ 32 kP
(GcP < GcP−Hx < GHx).

Figura 2.18: (a-c) Resistencia a la torsión τ opuesta por los tres tipos de estructuras a la deformación
angular θ. Los puntos representan valores obtenidos experimentalmente para cada estructura, las ĺıneas
continúas muestran los resultados obtenidos de simulaciones numéricas.

a) b)

Figura 2.19: a) s3 como función de las dimensiones del cristal N×N para Hx (cuadros rojos), cP (puntos
negros) y cristales h́ıbridos (rombos verdes). b) Gráfico log s3 vs log N el cual indica una dependencia con
N4, las ĺıneas continuas indican las curvas ajustadas.

Aunque el análisis anterior nos permitió cuantificar el módulo de shear, solo es válido
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suponiendo la dependencia lineal impuesta por la ecuación (2.12). Sin embargo, tanto los
experimentos como las simulaciones con REM (curvas continuas en las figuras 2.18a-c)
muestran que los magnetocristales siguen una dependencia no lineal con θ. Se requiere un
modelo que considere los efectos combinados de la elasticidad, incluido el elongamiento y
la compresión radial, para determinar la forma funcional de G(θ), como el utilizado para
estudiar la conservación del orden en haces torcidos de estructuras elásticas [62].

2.5. Conclusiones sobre el estudio de magnetocristales

La mecánica de medios continuos establece que las propiedades elásticas de materiales
pueden explicarse por medio de su estructura cristalina y su respuesta colectiva a las
fuerzas externas aplicadas [47]. Varios estudios se han enfocado en la formación de
estructuras estables a partir de esferas magnéticas y han mostrado la formación estable
de cadenas y anillos [45, 46]. Sin embargo, un estudio sistemático sobre las propiedades
elásticas de este tipo de estructuras estaba hace poco ausente en la literatura. En este
trabajo, después de caracterizar las estructuras magnéticas 1D y 2D, hemos ampliado
la investigación mediante el estudio de la respuesta mecánica de magnetocristales
tridimensionales a esfuerzos de tensión, flexión y torsión.

Nuestros resultados mostraron que las estructuras cúbicas bajo esfuerzo de tensión
exhiben una fractura tipo frágil, mientras que las estructuras hexagonales muestran un
proceso de deformación similar a una deformación progresiva [58]. La dependencia de la
resistencia a la tensión como función de la sección transversal está bien aproximada por
una dependencia cuadrada (FmaxT ∝ N2). Este resultado es consistente con la enerǵıa
cohesiva reportada en la referencia [46]. En el caso de la resistencia a la flexión, las
estructuras cúbicas exhiben un comportamiento dúctil y las estructuras hexagonales
exhiben un comportamiento frágil. Es de resaltar que la combinación de planos cúbicos
y hexagonales en el cristal adquieren la resistencia a la ruptura de la estructura Hx y la
plasticidad de la estructura cP.

Teóricamente, se espera que la fuerza de flexión (FmaxB ) como función del número de
planos que forman la sección transversal (N × N) siga una ley de potencias con N3, sin
embargo, esto solo se cumple para estructuras hexagonales, mientras que las estructuras
cúbicas siguen una ley N(N−1). Este último punto indica que las estructuras hexagonales
sometidas a flexión, presentan mayor resistencia a la ruptura y admiten poca deformación
(frágiles) y, las estructuras cúbicas admiten mayor deformación antes de fracturarse
(dúctiles). Nuestro análisis sobre la resistencia a la torsión nos permitió determinar el
módulo de shear y mostrar que éste es considerablemente más alto para los magneto-
cristales hexagonales que para los cristales cúbicos. De hecho, la cohesión es mucho más
alta en una estructura hexagonal ferromagnética que en una estructura cúbica. Nuestros
resultados sugieren que los magnetocristales pueden ser dúctiles o frágiles dependiendo de
la dirección cristalográfica en la que se aplica el esfuerzo. Además, nuestra investigación
revela nuevos comportamientos asociados con la dinámica de reorganización de part́ıculas,
los cuales pueden ser llevados al estudio de respuestas mecánicas en estructuras cristalinas.
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Con esta investigación, hemos logrado un estudio original y sistemático de las
propiedades mecánicas de estructuras de esferas magnéticas, las cuales no hab́ıan sido
reportadas en la literatura. Por ello, este trabajo representa una aportación al estudio de
los sistemas granulares magnéticos. Hemos descubierto que las interacciones magnéticas
dan estabilidad a estructuras cúbicas y hexagonales, y que además, es posible construir
ensambles h́ıbridos cuya respuesta a la deformación sea una combinación de ambos
tipos de estructuras. Muy recientemente, nuestros resultados han contribuido al estudio
de actuadores magneto-elásticos [63], aśı como el estudio de patrones de agregación en
sistemas compuestos por part́ıculas magnéticas [64].

En la siguiente sección presentamos el estudio de un sistema magnético sometido a
condiciones experimentales que le permiten presentar caracteŕısticas análogas a las que se
encuentran en medios fluidos.
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Ĺıquido granular magnético

En este caṕıtulo analizaremos el estado fluidizado de un medio granular magnético
cuasi bidimensional. El cual es un medio granular no convencional, ya que las part́ıculas
que lo conforman interactúan por medio de fuerzas repulsivas. Para esto, se diseña una
celda especial que obliga a los imanes a mantener sus dipolos magnéticos en una misma
dirección de tal manera que las interacciones entre los granos son repulsivas. Investigamos
la dinámica de penetración de un proyectil o intruso en este medio. El proyectil puede ex-
perimentar interacciones de tipo repulsiva, atractiva o neutra con las part́ıculas (granos),
generando diferentes dinámicas: i) para el caso repulsivo, el proyectil comprime la cama
de granos y presenta rebotes antes de detenerse, ii) el proyectil es acelerado cuando se
aproxima a la cama de granos, al llegar a ella es rodeado por granos de la cama que se ad-
hieren a él, incrementando su diámetro efectivo y consecuentemente, la fuerza de arrastre
que actúa y iii) en el caso neutro, el proyectil se mueve como si penetrara en una cama
de granos con fricción convencional, esto debido a que no hay interacción magnética con
los granos del sistema. Además, en colaboración con miembros del laboratorio GrainsLab
del Instituto de F́ısica (BUAP) se desarrollaron simulaciones de dinámica molecular (MD,
por sus siglas en inglés) capaces de reproducir los resultados experimentales. Además, de
determinar el efecto de la magnetización y el papel de la fricción entre las part́ıculas y las
paredes del contenedor. Los resultados muestran que nuestro sistema granular magnético
repulsivo presenta un comportamiento similar al de una esfera impactando en un fluido
miscelar viscoelástico y que la dinámica del proyectil puede ser modelada como un sistema
resorte-amortiguador (spring-dashpot). Por otro lado, el sistema magnético también pue-
de ser usado como un un sistema disipativo, ya que se encontró que cuando un proyectil
magnético atractivo y un proyectil neutro impactan sobre dicha cama granular, se detienen
presentando un comportamiento de respuesta análoga a la de un oscilador sobre amorti-
guado. Estas caracteŕısticas podŕıan ser de interés para algunas posibles aplicaciones.

3.1. Antecedentes

La dinámica de impactos tiene caracteŕısticas que la distinguen de otras áreas de la
mecánica clásica de cuerpos ŕıgidos. Una de ellas corresponde con los efectos de inercia
que deben ser considerados en las ecuaciones de movimiento. Para dar solución a los
fenómenos de impacto existen tres rutas posibles [65]: i) aproximaciones emṕıricas, donde
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3.1 Antecedentes

por medio de datos experimentales se obtienen correlaciones, este procedimiento sólo es
útil para un problema espećıfico y por tanto es complicado extrapolar información a otros
materiales o geometŕıas fuera del rango de velocidad que se investiga experimentalmente,
ii) simulaciones considerando la cama granular como un medio continuo, por medio de este
método se aplican modelos computacionales que se basan en aplicación y combinación de
las leyes fundamentales de conservación; y iii) modelos f́ısicos, donde las leyes f́ısicas son
aplicadas a cada elemento del sistema. Cada uno de los tres métodos tiene sus ventajas y
desventajas, por ello en nuestro sistema granular hacemos uso de los tres métodos a fin
de obtener una mejor aproximación.

El impacto y penetración de un objeto sólido en un ĺıquido y en un medio granular
convencional ha sido extensamente estudiado debido a su relevancia en ingenieŕıa espacial
y aeroespacial [77, 67], por ejemplo, en la investigación del impacto de meteoritos en
la superficie arenosa de la Luna y de otros cuerpos celestes y la formación de cráteres
[68, 69, 70, 71], lo cual ha motivado que durante las últimas décadas se realizaran
numerosos experimentos a escala de laboratorio para estudiar sistemáticamente la
dinámica de impacto en medios granulares de este tipo y explicar aśı la dependencia
del fenómeno en términos de parámetros como la fuerza de arrastre Fd, la profundidad
de penetración z del proyectil, velocidad ż, factor de empaquetamiento del medio
granular, fricción de deslizamiento entre el proyectil y el medio granular, masa y forma
del proyectil, propiedades del medio, entre otros, de tal modo que se han planteado
distintas dependencias relacionando dichos parámetros en forma de leyes de potencia.
También, se han reportado similitudes entre el impacto de un proyectil en ĺıquidos
y en superficies granulares [72], donde se ha mostrado que el impacto de una esfera
sólida en un medio granular genera una fenomenoloǵıa similar a la que se observa
en ĺıquidos, por ejemplo, la formación de cavidades y colapso [8]. Sin embargo, la
diferencia más importante entre impacto en fluidos y granos, es que el objeto que
impacta y penetra se hunde en un fluido mientras que en la materia granular el objeto
alcanza una profundidad final. Esta diferencia se debe principalmente a las fuerzas de
arrastre y fricción en cada caso. A continuación vamos a comentar cuáles son los modelos
más simples usados para describir el movimiento de un proyectil cuando penetra un medio.

Para el caso en que el medio sea un fluido newtoniano, la fuerza de arrastre sobre una
esfera de radio rb escala linealmente con la velocidad del proyectil ż cuando las fuerzas
viscosas dominan (número de Reynolds Re� 1), y está dada por la ley de Stokes

Fd = 6πηrbż (3.1)

donde η es la viscosidad del fluido. Para el caso en que las fuerzas inerciales dominan
(número de Reynolds Re � 1), Fd escala con el cuadrado de la velocidad del proyectil
como

Fd = Cdπρr
2
b ż

2 (3.2)

donde Cd es el coeficiente de arrastre hidrodinámico del objeto y ρ es la densidad
(constante). En este tipo de fluidos, un objeto cayendo alcanza una velocidad terminal
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cuando su peso es balanceado por la fuerza de arrastre.

Por otro lado, cuando un proyectil penetra en un fluido viscoelástico, es decir, un
fluido no newtoniano que combina caracteŕısticas de un sólido elástico y un fluido viscoso,
la velocidad del proyectil puede presentar oscilaciones mientras se aproxima a su estado
final [8, 9]. Muchos materiales naturales no pueden ser descritos únicamente por leyes
lineales ya que frecuentemente exhiben comportamientos reológicos complejos no lineales
y para caracterizarlos, la viscosidad y la elasticidad se acoplan [10]. El comportamiento
viscoso se modela por medio de un elemento amortiguador y la elasticidad es modelada
por un elemento de resorte. Existen dos modelos clásicos de viscoelasticidad, el modelo de
Maxwell y el modelo de Kelvin-Voigt. Las ilustraciones esquemáticas de estos modelos se
muestran en la figura 3.1. El modelo de Maxwell se define por una conexión en serie de un
amortiguador (dashpot) y un resorte (Fig. 3.1a), y el modelo de Kelvin-Voigt corresponde
a una conexión en paralelo (Fig. 3.1b).

Maxwell

β

Kelvin-Voigt

resorte amortiguador

resorte

amortiguador

κa)

b)
κ

β

Figura 3.1: Ilustración esquemática de los modelos viscoelásticos clásicos. (a) El modelo de Maxwell
consiste en una conexión en serie de un amortiguador y un resorte. (b) El modelo de Kelvin-Voigt consiste
en una conexión en paralelo de estos elementos.

En el modelo de Maxwell, el esfuerzo aplicado al elemento amortiguador y el aplicado
al elemento resorte son idénticos. Aśı, el esfuerzo interno se almacena primero en un
elemento de resorte lineal con constante elástica κ, y luego, se disipa gradualmente por
un elemento amortiguado lineal con coeficiente viscoso de amortiguamiento β. En este
modelo, se asume que el resorte y el amortiguador se comportan de acuerdo a la ley de
Hooke y Stokes respectivamente. Por tanto, la fuerza de arrastre está dada por

Fd = κz + βż (3.3)

Dependiendo de los valores de κ y β, la solución de la ecuación de movimiento puede
ser subamortiguado, reproduciendo oscilaciones en la velocidad observadas durante la
penetración de un proyectil en fluidos miscelares [8], o sobreamortiguado, como ocurre
en el caso de impactos en soluciones de alcohol de polivinilo donde la velocidad del
objeto decae exponencialmente [73]. En el modelo de Kelvin-Voigt, donde el resorte y
el amortiguador están conectados en paralelo, el esfuerzo se distribuye y la tensión es
común entre ambos componentes. En la referencia [74] se estudió el impacto de objetos en
espumas usando una adaptación del modelo de Kelvin-Voigt. Sin embargo, las respuestas
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elásticas y viscosas en el modelo no presentan influencia sobre la velocidad de decaimiento
en impactos a bajas velocidades.

Si el fluido viscoelástico es shear thickening, su viscosidad incrementa cuando es
sometido a un esfuerzo cortante. En la referencia [75], se propone un modelo de masa
agregada para describir la respuesta al shear thickening de una solución de maizena
disuelta en agua donde un objeto impacta en el ĺımite de bajas velocidades. El impacto
genera un frente de solidificación que transforma una matriz de part́ıculas inicialmente
compresibles en una región de atascamiento creciente, incrementando aśı la masa que el
objeto tiene y conduciendo a una extraordinaria cantidad de absorción de momento. En
la referencia [73], se muestra que para impactos de alta velocidad la habilidad de ĺıquidos
no newtonianos para detener objetos es dado por su propiedad viscoelástica más que por
el shear thickening o shear thinning.

Regresando a los materiales granulares convencionales, un modelo aceptado para des-
cribir la dinámica de un objeto impactando considera la fuerza de arrastre como la suma
de un término de fricción dependiente de la profundidad más un término inercial viscoso
[76]:

Fd = F (z) + γż2 (3.4)

donde γ es el coeficiente de arrastre viscoso, y F (z) es el término de fricción. Esta
ecuación es similar a la ley de fuerza de Poncelet [77], F0 + cv2 utilizado en baĺıstica de
alta velocidad, la cual establece que el término de fricción de Coulomb es una función
de la profundidad en el medio granular. Tsimring y Volfson [76] argumentan que la
forma de F (z) debeŕıa tener una dependencia desde cuadrática a constante debido a las
formas del proyectil y del cráter formado por su movimiento. Ellos también muestran
que la profundidad de penetración sigue una ley de potencias como d = (d2

0H)1/3. En
la ecuación (3.4) el término de fricción frecuentemente se toma con una dependencia
lineal creciente con z [78]. Por tanto, la velocidad del proyectil decrece desde su valor
al momento del impacto y la fricción detiene el objeto hasta una profundidad final
donde el proyectil se mantiene en estado estacionario. Sin embargo, para sistemas
con baja fracción de empaquetamiento o materiales ultra ligeros, F (z) tiene una
saturación exponencial debido al efecto Janssen [13, 14]. Bajo tales condiciones un
objeto denso puede hundirse a través de los granos alcanzando una velocidad terminal,
manifestando un comportamiento tipo ĺıquido como en el caso de fluidos newtonianos [79].

En un medio granular convencional, el contacto entre part́ıculas produce disipación
de enerǵıa debido a la fricción y las colisiones, esto da riǵıdez a la estructura granular a
través de las cadenas de fuerza de contacto [80]. En el sistema granular magnético que
estudiamos en esta tesis, las part́ıculas no presentan contacto entre ellas, sino que las
interacciones se dan a través del campo magnético de cada una, este tipo de caracteŕısticas
no han sido exploradas hasta donde sabemos en la literatura. Por lo anterior, una de
las contribuciones de esta tesis es el estudio experimental, por simulación y en base del
modelo teórico análogo al modelo de Maxwell que se hace un estudio sistemático de tres
proyectiles diferentes impactando en una cama de granos magnéticos que se repelen entre
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śı. Debido al impacto del proyectil, la cama granular se comprime parcialmente, por
tanto la densidad local cambia antes y después del impacto, disminuyendo la separación
entre los imanes y por tanto incrementando la enerǵıa potencial magnética, esto da como
resultado una respuesta viscoelástica en el medio. A pesar de que las fuerzas de contacto
no existen en nuestro medio granular repulsivo, la interacción magnética de los granos
induce rigidez en el sistema confinado y el proyectil se detiene a cierta profundidad. Por
ello, nuestro sistema presenta un comportamiento análogo al que se observa en fluidos
viscoelásticos, pero mantiene caracteŕısticas de un medio granular.

Para investigar la dinámica de impacto y penetración en este tipo de sistema granular,
consideramos tres escenarios diferentes: interacciones repulsivas, atractivas y neutras entre
el proyectil y los granos. En la literatura se ha reportado el estudio de sistemas magnéticos
donde una gota magnética impacta la superficie de un fluido magnético [81], y se ha
observado que la respuesta es diferente al de gotas que impactan un ĺıquido viscoso [82].
Similarmente encontramos que la dinámica de los granos magnéticos perturbados por un
proyectil magnético es diferente al caso de un proyectil neutro (no magnético), esto debido
a las interacciones magnéticas de largo alcance. A continuación describimos el montaje
experimental y discutimos la dinámica de los tres proyectiles para diferentes velocidades
de impacto, aśı como el efecto de la magnetización de la cama granular y el rol de la fricción
con las paredes. Finalmente se propone un modelo análogo al de un resorte amortiguado
para estudiar teóricamente la dinámica del sistema.

3.2. Diseño experimental

Figura 3.2: Esquema del montaje experimental. a) Celda Hele-Shaw parcialmente llena con discos
magnéticos que se repelen entre śı. Un proyectil es lanzado desde la parte superior dentro de la celda,
su penetración es filmada con cámara de alta velocidad. El proyectil puede experimentar interacción b)
repulsiva, c)neutra o d) atractiva.
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Se diseñó un montaje experimental espećıfico para estudiar un proyectil que impacta
sobre una cama de imanes permanentes distribuidos de manera que sus momentos dipolares
quedan alineados de forma que en el sistema los granos magnéticos no se tocan, ya que al
interactuar por fuerzas repulsivas de largo alcance quedan separadas entre ellas. En el link
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S037702572030063X se
encuentra material suplementario con fotos y videos del sistema en funcionamiento. El
experimento se diseñó de tal forma de hacerlo lo más funcional en las condiciones de
nuestro espacio y recursos materiales. Aśı que tanto el número como las dimensiones
de la celda y su altura se eligieron de tal forma que optimizara nuestros recursos. Este
montaje experimental para estudiar la dinámica de impacto y penetración en un medio
granular repulsivo se muestra en la figura 3.2. El diseño consiste en una celda Hele-Shaw
con dimensiones 40 cm × 150 cm de longitud por altura, separadas por una placa
de acŕılico de 3.1 mm de espesor. La celda contiene un conjunto de N = 550 imanes
ciĺındricos de neodimio con diámetro dm =(5.00±0.02) mm, grosor tm =(3.00±0.02)
mm y masa m =0.4 g. Todos los imanes son introducidos en la celda con su momento
dipolar magnético en dirección perpendicular a las paredes a fin de obtener interacciones
repulsivas grano−grano. Los imanes quedan confinados por paredes laterales, frontales y
traseras bajo la acción de la gravedad, de tal manera que no pueden rotar, formando aśı
un medio granular magnético repulsivo cuasi dos dimensional. La celda se montó sobre
dos pivotes horizontales que permiten invertir verticalmente la celda para acumular los
granos en el extremo opuesto. Antes de rotar la celda a su posición original se coloca una
barra magnética en el exterior de la pared frontal de la celda a 80 cm del fondo de la
celda. Esta barra tiene la función de puerta que evita el flujo de granos cuando la celda
es rotada a la posición vertical inicial. Cuando la barra es retirada, los granos magnéticos
caen por efecto de gravedad y se acumulan en el fondo de la celda formando una cama
granular. Este procedimiento nos permite obtener condiciones iniciales reproducibles, con
los granos distribuidos en un área de 40 cm × 32 cm = 1280 cm2 (es decir una densidad
promedio de 0.43 imanes/cm2 y fracción de empaquetamiento promedio =0.08).

Una vez que la cama granular está preparada, un proyectil es introducido a través de
una puerta en la parte superior de la celda y se sujeta por medio de una barra magnética en
el exterior de la celda a cierta altura h medida desde la superficie de la cama determinada
por la posición promedio de la primera ĺınea de imanes en la cama granular. El proyectil se
deja caer desde 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100, 120 y 170 cm ±0.5 cm. En todos los experimentos,
consideramos únicamente cáıdas verticales. Para h = 170 cm fue necesario añadir una
canaleta en la parte superior de la celda. Trabajamos con tres tipos de proyectiles para
obtener las interacciones repulsivas, atractivas o neutras con los granos. Para los primeros
dos casos (repulsivo y atractivo), el proyectil consiste en un disco de acŕılico con diámetro
D =(3.26±0.01) cm con 13 imanes los cuales son insertados en perforaciones alrededor
de la circunferencia del disco. Con esto, el proyectil puede experimentar interacciones
repulsivas o atractivas con la cama granular dependiendo si los imanes del proyectil tienen
sus dipolos paralelos o antiparalelos a los dipolos magnéticos de los imanes de la cama.
Para el caso neutro, usamos un disco de acŕılico con plomo en su centro para obtener
la misma masa. Para los tres proyectiles, la masa total es M =(8.2±0.1) g y densidad
media ρ =3.28 g/cm3. Cada impacto se repitió 5 veces por altura y fue filmado con una
cámara de alta velocidad Photron SA3 a 1000 cuadros por segundo (fps, por sus siglas en
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inglés). Las posiciones z(t) de los proyectiles, definidas como la distancia entre el centro
de masas del proyectil y la superficie inicial de la cama granular y medidas en dirección
opuesta a g, se obtuvieron por medio de un algoritmo de seguimiento de part́ıcula (particle
tracking) usando el software ImageJ. Los resultados que se presentan en este caṕıtulo son
para un solo proyectil, pero no fue el único sistema que trabajamos ya que extendimos
nuestro estudio repitiendo los experimentos con otros proyectiles (repulsivo, atractivo y
neutro) con la misma geometŕıa ciĺındrica y tamaño que el primer proyectil pero con masa
M2 =12.98±0.001 y densidad media ρ2 =5.2 g/cm3). Debido a que la dimámica de ambos
proyectiles sigue el mismo comportamiento, únicamente presentamos el análisis completo
para los proyectiles con densidad ρ y sólo mostraremos en esta memoria algunos gráficos
correspondientes a los proyectiles con ρ2.

3.3. Simulaciones: Dinámica molecular

En colaboración con los expertos en simulación de GrainsLab, se desarrollaron simu-
laciones por medio de dinámica molecular (MD) implementando el método de velocidades
de Verlet en Matlab, ver apéndice B. Consideramos el peso ~W = m~g, la fuerza magnética
repulsiva ~Fm y la fricción ~Fr debido a la interacción de los imanes con la pared frontal y
trasera. Aqúı la fuerza magnética se calculó sumando todas las contribuciones de los di-
polos magnéticos que interactúan [57] y considerando el modelo de carga [20]. Bajo estas
condiciones, la fuerza magnética de un dipolo con momento magnético ~µm actuando sobre
un segundo dipolo magnético idéntico está dado por

~Fm =
3µ0µ

2
m

4πr4
r̂ (3.5)

donde r es la distancia radial entre part́ıculas. Por otro lado, de la referencia [6], ~Fr la
fuerza de fricción se puede estimar de la torca que actúa sobre cada part́ıcula ~τ = ~µm× ~B
tratando de girar los imanes. Dado que las paredes de la celda evitan la rotación del
imán y ~µm ⊥ ~B, la fuerza de fricción se puede estimar de la torca actuando sobre cada
part́ıcula, τ = µmB = Fnd donde Fn es la fuerza normal y d el diámetro de la part́ıcula.
Considerando un coeficiente de fricción µk, la fuerza de fricción dinámica sobre un imán
es Fr = µkFn = µkµmB/d. De modo que la aceleración de la part́ıcula se expresa como:

~a(t) = ~g +

N−1∑
j

~Fmj (t)−
µkµm ~Bj(t)

d

 /m (3.6)

Usando las ecuaciones anteriores en cada paso del tiempo para calcular las posiciones
y velocidades de todas las part́ıculas, se ejecuta la simulación, tomando siempre en con-
sideración los parámetros libres del proyectil, ya que es aproximadamente 10 veces más
pesado que las part́ıculas que forman la cama granular y su campo magnético considera
por separado los tres casos respecto al proyectil: repulsivo, atractivo y neutro. Las simu-
laciones se hacen en dos partes, primero dejamos caer el conjunto de part́ıculas tal como
lo hicimos experimentalmente, y luego soltamos el proyectil en la cama granular repulsi-
va que está en equilibrio, es decir, cuando los granos se mantienen en una posición fija.
De las simulaciones obtenemos la profundidad de penetración y la enerǵıa cinética de las
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part́ıculas en cada paso de tiempo hasta alcanzar la relajación del sistema. Estos resulta-
dos numéricos se compararon con los resultados obtenidos experimentalmente y, además,
por medio de las simulaciones extendimos el rango de velocidad de impacto, es decir la
altura de impacto y, modificamos la magnetización de las part́ıculas de la cama granular.
Los algoritmos de simulación generales están dados en [3].

3.4. Resultados

3.4.1. Resultados experimentales

   Impacto             Máx. Profundidad                   Rebote             Profundidad final
                                                               

a) Interacción repulsiva

c) Interacción neutra

b) Interacción atractiva

Impacto                               Penetración                                 Profundidad final

                                                               

 Impacto          Atracción de granos          Cambio a proyectil         Profundidad
                        y  desaceleración         repulsivo más grande             final
                                                               

Figura 3.3: Instantáneas obtenidas de los videos de experimentos para impactos con interacciones: a)
repulsiva, b)atractiva y c)neutra. El proceso de impacto y penetración se puede dividir en diferentes etapas
dependiendo de la interacción cama-proyectil.

Nuestras mediciones experimentales exhiben tres comportamientos diferentes para
cada proyectil. En la figura 3.3a-c se muestran instantáneas del impacto y penetración
para interacciones repulsiva, atractiva y neutra respectivamente. Para el caso repulsivo,
figura 3.3a, el proyectil comprime la región de interacción en la cama granular acumulando
enerǵıa potencial magnética, como ocurre, aunque por otra causa, con un resorte. Cuando
el proyectil alcanza su máxima profundidad zmax, la fuerza restauradora de la cama
produce rebotes en el proyectil hasta detenerse a una profundidad final zF < zmax. El
rebote es un efecto de la elasticidad efectiva del medio, aśı como de su densidad efectiva.
Para el caso atractivo, figura 3.3b, el proyectil primero es acelerado cuando se acerca a
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la cama debido a la atracción magnética con los granos y la aceleración de la gravedad,
después, una capa de imanes es rápidamente atráıda al peŕımetro del intruso y éste se
vuelve repulsivo. Debido al incremento de la masa del intruso, 14 imanes adheridos con
masa ≈ 5.6 g, la conservación de momento en una colisión inelástica implica una rápida
desaceleración desde la velocidad de impacto v0 hasta v = Mv0/(M + 14m) ≈ 0.6v0.
Además, la desaceleración es amplificada por el incremento en el tamaño efectivo del
proyectil, sin embargo, el proyectil penetra más profundo que en el caso repulsivo debido
a su incremento en el peso de ∼ 1.73 veces. La interacción repulsiva de los granos atráıdos
es parcialmente compensada por la interacción atractiva con los granos dentro del disco,
por tanto el proyectil interactúa con un menor número de granos y puede penetrar más
profundo en la cama granular. Para el proyectil neutro, figura 3.3c, la ausencia total de
interacción magnética con los granos genera una menor compresión de la cama magnética,
lo cual permite la penetración más profunda de los tres casos analizados, notemos
que la fricción entre los granos y el proyectil es similar a como sucedeŕıa en un medio
granular convencional. Notemos que en los tres casos la densidad de los granos debajo
del proyectil incrementa considerablemente debido a la compresión de los granos. En los
tres escenarios, el proyectil se detiene cuando su peso es balanceado por las interaccio-
nes magnéticas y las fuerzas que se manifiestan debido a la fricción debido al confinamiento.

La figura 3.4 muestra la zona de interacción de cada proyectil (atractivo, repulsivo y
neutro) dentro de la cama granular, aśı como las trayectorias que siguen los granos (ĺıneas
negras). Notemos que la zona de mayor compresión se observa en el caso repulsivo, el
cual presenta una región de perturbación de aproximadamente 5 veces el diámetro del
proyectil (∼ 5D) , mientras que en el caso atractivo y neutro es de ∼ 3D.

 Repulsivo

~5D 

D

~3D 

~3D 

 Atractivo  Neutro

Figura 3.4: Región de perturbación después del impacto de cada proyectil. Se muestran las trayectorias
de los granos de la cama granular desplazados debido al impacto.

En la figura 3.5 se muestra que para el caso repulsivo los granos de la cama se mueven
alejándose del proyectil que penetra, mientras que para el caso atractivo y neutro los
granos fluyen hacia arriba del proyectil. Este flujo de granos conduce a diferencias en la
densidad local σ de la cama granular por encima y debajo del proyectil cuando alcanza su
máxima profundidad, como se muestra en la figura 3.5, donde cada recuadro rojo muestra
la densidad local. Debido al gradiente de densidad en la cama granular generado por la
penetración del proyectil, se produce una fuerza restauradora que permite que el proyectil
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repulsivo rebote hasta que alcanza su profundidad final. En los casos atractivo y neutro, la
diferencia entre densidades locales superior e inferior es menor, por ello no hay presencia
de rebote o es despreciable. Por medio de técnicas de velocimetŕıa de imagen de part́ıculas
(PIV ) realizamos el seguimiento de las part́ıculas desplazadas durante la penetración del
proyectil, como se aprecia en el tercer esquema de la figura 3.5, la barra de colores muestra
la velocidad en escala adimensional de los vectores de velocidad de las part́ıculas que se
desplazan debido al impacto, las part́ıculas vecinas más proximas al proyectil son aquellas
que se desplazan con una velocidad mayor.

   

   

   

   

   

   

σ = 0.13 
Repulsivo Atractivo Neutro

σ = 0.55 

σ = 0.27 

σ = 0.56 

σ = 0.47 

σ = 0.53 

Figura 3.5: Cambio en la densidad local σ (medida en imanes/cm2) de la cama granular en la región
superior e inferior del proyectil cuando la máxima profundidad de penetración es alcanzada en los tres
casos. Las regiones rectangulares fueron seleccionadas siguiendo un análisis análogo al que se propone en
[83].

La figura 3.6 muestra la profundidad de penetración del intruso z y su velocidad
v como función del tiempo t, para los tres tipos de proyectil cayendo a partir de una
altura h e impactando con velocidad v0. Cada curva representa el valor promedio de 5
trayectorias obtenidas experimentalmente, la varianza correspondiente es s2 = 0.94. Las
curvas de velocidad se obtuvieron de la primera derivada de z. Notemos que la cinemática
descrita anteriormente se reproduce para las diferentes velocidades de impacto: i) máxima
profundidad de penetración seguida de oscilaciones en el proyectil repulsivo debido a la
compactación de la cama y la respuesta elástica, ii) mayor desaceleración para el proyectil
atractivo, el cual se detiene a tiempos más cortos (0.06-0.08 s), y iii) mayor profundidad
de penetración para el proyectil neutro. En todos los casos, z(t = 0) = 0 corresponde a la
superficie de la cama y v0 = v(t = 0) a la velocidad de impacto. Los valores positivos para
v(t) se observan únicamente para el proyectil repulsivo, éstos corresponden al rebote del
proyectil cuando se mueve en dirección contraria a g. Este tipo de dinámica oscilatoria se
ha observado en la penetración de un objeto en un fluido miscelar viscoelástico [8]. Los
valores más grandes de v(t = 0) para el caso atractivo reflejan la atracción magnética de la
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cama que incrementa ligeramente la velocidad de impacto del proyectil. En la figura 3.7 se
muestra la dinámica de penetración para los experimentos realizados con proyectiles con
masa M2, notemos que en este sistema se reproduce el comportamiento discutido para los
tres casos anteriormente.
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Figura 3.6: Dinámica de penetración experimental para interacciones a) repulsiva, b) atracttiva y c)
neutra con proyectiles (ρ = 3.28 g/cm3) penetrando desde diferentes alturas h, z = 0 corresponde a la
superficie de la cama granular. La máxima profundidad se alcanza aproximadamente a 0.1 s para los tres
casos. El caso repulsivo se caracteriza por oscilaciones en la dinámica de penetración, con velocidades
positivas correspondientes al rebote del proyectil. Note que el proyectil neutro penetra más profundo en
los tres casos.
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En las figuras 3.8 y 3.9 se presenta la comparación entre los tres tipos de interacción
para diferentes enerǵıas de impacto con los proyectiles con densidad ρ y ρ2. Además en
las figuras 3.10, 3.11 y 3.12 se presenta la comparación entre proyectiles con diferente
densidad y su dinámica para cada tipo de interacción y enerǵıa de impacto. Note que en
el caso repulsivo, el comportamiento del proyectil durante la penetración es similar al caso
con el proyectil con menor densidad pero los rebotes disminuyen. Para el caso atractivo y
neutro, la aceleración y profundidad final son mayores.
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Figura 3.8: Comparación de z vs t de los tres tipos de proyectil impactando desde distintas alturas,
el color de la curva representa el tipo de proyectil, la densidad de los proyectiles es ρ = 3.28 g/cm3. La
convención de colores es: negro-repulsivo, verde-neutro y rojo-atractivo.
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Figura 3.9: Comparación de z vs t de los tres tipos de proyectil impactando desde distintas alturas,
el color de la curva representa el tipo de proyectil, la densidad de los proyectiles es ρ2 = 5.2 g/cm3. La
convención de colores es: negro-repulsivo, verde-neutro y rojo-atractivo.
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Figura 3.10: Comparación de las curvas z vs t de proyectiles repulsivos con densidades ρ1 = 3.28 g/cm3

(ĺınea azul) y ρ2 = 5.2 g/cm3 (ĺınea roja). Notemos que los rebotes del proyectil disminuyen para ρ2 con
alturas de impacto h > 20 cm.
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Figura 3.11: Comparación de las curvas z vs t de proyectiles atractivos con densidades ρ1 = 3.28 g/cm3

(ĺınea azul) y ρ2 = 5.2 g/cm3 (ĺınea roja).
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Ĺıquido granular magnético
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Figura 3.12: Comparación de las curvas z vs t de proyectiles neutros con densidades ρ1 = 3.28 g/cm3

(ĺınea azul) y ρ2 = 5.2 g/cm3 (ĺınea roja).

De los gráficos anteriores para los proyectiles con densidad ρ, nos enfocamos en tres
parámetros y su dependencia con la velocidad de impacto: el tiempo total de penetración
tp, la profundidad final zF para los tres casos, aśı como la máxima profundidad zmax
alcanzada por el proyectil repulsivo y la altura del primer rebote hr en el caso repulsivo.
En la figura 3.13 se muestra un esquema del criterio de evaluación de dichos parámetros.

zmax 

zF hr 

Figura 3.13: Curva representativa z vs t de un proyectil repulsivo. Se muestran los parámetros de medición
zF (profundidad final de pentración), zmax (máxima profundidad de penetración) y hr (altura de rebote).

La figura 3.14a muestra que tp ≈ 0.1 s para los casos neutro y atractivo sin importar
el valor de v0. El tiempo de penetración es practicamente constante e independiente de la
velocidad de impacto, este resultado también ha sido reportado para impactos en materia
granular con fricción convencional [78]. El proyectil repulsivo alcanza zmax en un tiempo
similar, pero se mantiene rebotando hasta alcanzar su profundidad final zF . Este periodo
de rebote prolongado para bajas velocidades de impacto y mayor desaceleración para
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altas velocidades de impacto es similar a la respuesta a la deformación de un ĺıquido
shear-thickening [75]. Por otro lado, la figura 3.14b muestra que zF incrementa con la
altura de impacto para los tres casos. Aśı como zmax para el caso repulsivo. El gráfico
log-log correspondiente en la figura 3.14c sugiere que zF = Avp0 con p ≈ 2/3 en el rango
100 cm/s< v0 <600 cm/s. Además la altura de rebote hr muestra saturación y alcanza
un valor constante, ver figura 3.14d. Estos últimos resultados han sido encontrados en el
caso de esferas sólidas impactando fluidos miscelares viscoelásticos [8]. Sin embargo, estas
observaciones sólo son válidas en un rango de velocidades de impacto muy corto ya que por
limitaciones experimentales no podemos ampliar este rango de velocidad de impacto. Por
esta razón, desarrollamos las simulaciones numéricas necesarias para explorar la dinámica
de penetración en los tres escenarios en un rango más amplio como veremos en la siguiente
sección.

a)                                                                b)                                                            
Repulsivo

Atractivo

Neutro

d)c)

Figura 3.14: Resultados experimentales. a) Tiempo de penetración τ vs altura de impacto h para los
tres tipos de proyectil. El tiempo máximo de penetración para el caso repulsivo se muestra con el śımbolo
◦. El tiempo total de penetración para el caso repulsivo (puntos rojos) es mayor debido a los rebotes
que presenta. Para los casos atractivo y neutro τ es aproximadamente constante. b)Profundidad final de
penetración como función de h para los tres proyectiles. c) Gráfico log-log para zmax vs v0 para el caso
repulsivo comparado con zF para lo tres proyectiles. La pendiente de las curvas es 1/3. d) La altura
promedio de rebote del proyectil negativo tiene un valor ∼2.3 cm. La leyenda a colores de a) es válida en
b) y c).
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3.4.2. Resultados obtenidos mediante simulación

En la figura 3.15 se muestran los resultados obtenidos por medio de las simulaciones
de dinámica molecular (MD) para proyectiles que caen desde h = 0 a 800 cm por encima
de la cama granular magnética. El coeficiente de fricción µk en (3.6) se estimó numéri-
camente para cada tipo de intruso con el fin de obtener el mejor ajuste con las curvas
experimentales. Para el proyectil repulsivo µk =0.42, para el atractivo µk =0.36 y para
el caso neutro µk =0.28. Además se consideró el momento magnético µm =0.56 mA/m2

obtenido experimentalmente. Un resultado importante es que las trayectorias mostradas
en la figura 3.15 reproducen las observaciones experientales para cada tipo de interacción.
Notemos que las aproximaciones numéricas nos permiten investigar alturas de impacto
mayores a 170 cm, que fue el rango experimental máximo.

Atractivo (MD)

 

−20

−15

−10

−5

0

 

t(s)
0 0.05 0.1

Neutral (MD)

 
−20

−15

−10

−5

0

 

t (s)
0 0.05 0.1

Repulsivo (MD)

z 
(c

m
)

−20

−15

−10

−5

0

 

t (s)
0 0.1 0.2 0.3

5 
20
40
120
200
400 
600
800

h (cm)

Figura 3.15: Se muestran los resultados para z vs t obtenidos de las simulaciones de dinámica molecular
(MD) para los tres tipos de interacción: repulsiva, atractiva y neutra, para diferentes alturas de impacto.

En la figura 3.16a mostramos una comparación entre los resultados obtenidos experi-
mentalmente y por simulación, notemos que las simulaciones reproducen los valores en-
contrados experimentalmente para el tiempo total de penetración τ , mostrando un com-
portamiento independiente de la velocidad. La única diferencia es que las simulaciones no
reproducen el pico experimental para h ∼ 20 cm observado experimentalmente en el caso
del proyectil repulsivo, es posible que en las simulaciones el coeficiente de fricción no se ha
reproducido de manera óptima, además numéricamente se consideraron granos perfectos,
ya que para realizar la simulación se asume el modelo de carga, el cual como hemos visto
es un modelo ideal. La profundidad de penetración zF como función de h presenta un buen
acuerdo con los experimentos en el rango h=0-170 cm, ver figura 3.16b. Sin embargo, en
lugar de una ley de escala de potencias como se mostró en los resultados experimentales
de la figura 3.14c, zF se describe mejor en un rango más amplio de h por medio de una
dependencia logaŕıtmica de la forma

zF = z0 + b log(h) (3.7)

donde b y z0 son parámetros de ajuste. El ajuste propuesto para los experimentos (curva
verde a trazos en la figura 3.16b) falla para valores grandes de h. Las simulaciones también
confirman que la altura de rebote hr alcanza un valor constante, figura 3.16c, pero en este
caso hr ≈ (3.3±0.2) cm, que es mayor al valor hallado experimentalmente. Notemos que
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las simulaciones nos han permitido evaluar nuestros resultados experimentales, además
permiten la extrapolación de los datos con el fin de predecir el comportamiento f́ısico de
nuestro sistema en un rango de impacto mayor al evaluado exprimentalmente.

a) b)

c)

Exp.  MD
Repulsivo (zmax) 
Repulsivo (zF) 
Atractivo (zF) 
Neutral (zF) 

Repulsivo (MD) 
Atractivo (MD) 
Neutral (MD) 

Repulsivo (Exp) 
Atractivo (Exp) 
Neutral (Exp) 

Exp 
MD 

3.3±0.2 

Figura 3.16: Resultados numéricos: a) Tiempo de penetración τ vs h para los tres tipos de intruso
obtenidos por MD y comparados con los datos experimentales. b) Profundidad final de penetración zF como
función de h. Las ĺıneas sólidas corresponden con un ajuste logaŕıtmico de la forma zF = z0 + b log(h).

La ĺınea a trazos corresponde con zF ∝ h2/3(∝ v
1/3
0 ) que únicamente presenta un buen ajuste con los

datos en el rango experimental de alturas de impacto. c)hr vs h obtenidos por MD comparado con datos
experimentales. Las simulaciones confirman que la altura de rebote hr alcanza un valor constante.

Las simulaciones numéricas también permitieron explorar el efecto que se produciŕıa
en la dinámica del proyectil si cambiamos la magnitud de la magnetización de las part́ıcu-
las. Esta herramienta computacional presenta una ventaja considerando que cambiar sis-
temáticamente el momento dipolar magnético de los imanes es complejo desde el punto de
vista experimental. En la figura 3.17 se muestran ejemplos de camas granulares repulsivas
construidas numéricamente para diferentes valores de la magnitud de magnetización M .
El valor de M fue normalizado con Mmax, el cual corresponde con el valor experimental
de µm = 55 mA/m2. Esto significa que M/Mmax = 1 corresponde con una cama granular
equivalente a la cama experimental, primer cuadro de la figura 3.17. Cuando el valor de
M se reduce en las simulaciones, las part́ıculas magnéticas se encuentran más cerca unas
con otras y por tanto la densidad de la cama aumenta considerablemente. Para el caso
M/Mmax =0.01, la mayoŕıa de los granos están en contacto debido a que la repulsión
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magnética entre ellas se vuelve despreciable, como si se tratara de un medio granular
convencional. Experimentalmente es complejo modificar sistemáticamente la magnitud de
la magnetización de la cama granular, por ello con las simulaciones se puede predecir el
comportamiento asociado para diferentes valores de M .

Figura 3.17: Usando dinámica molecular (MD) se construyen camas granulares con diferentes magni-
tudes de magnetización M/Mmax. El caso M/Mmax = 1 corresponde con el valor de la magnetización
experimental.

La figura 3.18 muestra z vs t para los tres tipos de interacción de un intruso que se
deja caer desde una altura h = 100 cm. Notemos que cuando la magnetización se reduce al
mı́nimo valor (M/Mmax = 0.01), los tres tipos de proyectil alcanzan la misma profundidad
de penetración, es decir, z ≈ 5 cm. Esto se puede entender si consideramos que al reducir
la magnetización aumenta la densidad de la cama granular (también hay contacto entre
los granos) y por tanto el proyectil debe desplazar una mayor cantidad de granos durante
la penetración del medio. Esto indica que cuando la magnetización es despreciable, los
tres tipos de interacción presentan una dinámica tipo neutra y la profundidad final de
penetración es aproximadamente igual para los tres tipos de proyectil.

Repulsivo (MD) Atractivo (MD) Neutral (MD)

Figura 3.18: Dinámica de penetración obtenida por medio de simulaciones numéricas (MD) para inter-
acciones repulsiva, atractiva y neutra en camas granulares con granos con magnetización M variable.

Es importante mencionar que la densidad de la cama granular no es homogénea y
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presenta un efecto de saturación tipo Janssen, es decir, incrementa con z, como se mostró
en [6]. La figura 3.19 muestra la fracción de volumen como función de z obtenida por
medio de análisis de imágenes de las cuatro camas granulares presentadas en la figura
3.17. Notemos que la fracción de volumen experimental (ĺınea negra) tiene una buena
aproximación con el valor obtenido por medio de simulaciones (ĺınea roja), donde φ
incrementa desde 0 hasta ∼0.2 en el fondo de la cama granular. La máxima fracción
de empaquetamiento se obtiene cuando M/Mmax <0.1, con φ ∼0.82, lo cual refleja el
hecho de que los imanes ciĺındricos que forman la cama granular presentan un arreglo
tipo hexagonal en el fondo de la cama. El factor de empaquetamiento cerrado hexagonal
(hexagonal close packing) para un arreglo de discos dos dimensional es φhcp = π/

√
12 de

acuerdo con [84], sin embargo debido a los efectos de confinamiento generados por las
paredes frontales y laterales de nuestro sistema y el campo magnético de las part́ıculas no
es posible alcanzar el estado de cristalización perfecto en nuestro sistema, para alcanzar tal
estado se requiere un proceso de cristalización granular inducida por cohesión magnética
[85]. La figura 3.19b muestra que zF disminuye cuando la magnetización se reduce en los
tres tipos de proyectil, esto se debe a que al incrementar la fracción de empaquetamiento
de la cama granular, el número de contactos entre granos también incrementa y por lo
tanto, el proyectil debe desplazar un volumen mayor de granos mientras penetra el medio,
lo cual reduce su profundidad de penetración. Además en la figura 3.19c se muestra
que la magnitud del primer rebote hr en el caso repulsivo alcanza un valor máximo
cuando M/Mmax∼0.2 y después dismimuye para valores de magnetización mayor. Estos
resultados muestran que es posible alcanzar un sistema óptimo cuando M/Mmax∼0.2, ya
que conforme aumenta la magnetización del sistema también cambia el número de granos
magnéticos que interactúan, como se observa en la figura 3.17). Por ello el proyectil debe
desplazar más granos magnéticos mientras penetra el medio granular. Las fuerzas de
peso, empuje y fricción que compiten determinan la respuesta del sistema.
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Figura 3.19: Efectos de la magnetización: a) Fracción de volumen φ como función de z en camas granulares
magnéticas generadas por medio de simulaciones numéricas (MD) para diferentes valores de M . También
se muestra el caso experimental M/Mmax = 1 . b) zF vs M para los tres tipos de interacción. c) Magnitud
de la altura del primer rebote hr para el caso repulsivo como función de M/Mmax.

Finalmente, para tomar en cuenta el efecto de la fricción debido al confinamiento, el
término de fricción se tomó como µk =0.01 para las paredes frontal y trasera. La figura
3.20 muestra instantáneas tomadas de las simulaciones para los tres proyectiles y sus
correspondientes trayectorias para h = 20 cm. Confirmamos que para los tres casos, el
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proyectil se hunde en la cama granular fluidizada hasta alcanzar el fondo del contenedor,
mientras que los granos sin fricción se mantienen en movimiento debido a que la disipación
de enerǵıa cinética generada por el impacto es despreciable.

Repulsivo Atractivo Neutro

Figura 3.20: Instantáneas mostrando la dinámica de penetración de los tres proyectiles (repulsivo, atrac-
tivo y neutro) considerando part́ıculas sin fricción. Los resultados se muestran para h = 20 cm. En los tres
casos el proyectil alcanza el fondo de la cama granular.

Es posible distinguir una oscilación en la trayectoria del proyectil repulsivo en la figura
3.21a, similar a las oscilaciones observadas durante el movimiento transitorio de una esfera
penetrando una solución acuosa altamente elástica [9]. El rebote cuando h =33 cm se
debe al impacto del proyectil con el fondo del contenedor de la cama granular. En este
punto, es importante recalcar que los resultados numéricos presentan buen acuerdo con
los experimentos, donde la fricción con las paredes laterales no puede inhibirse debido a
la torca que se produce por el campo magnético actuando sobre los dipolos magnéticos de
los granos. Esta fricción genera una rápida disipación en la enerǵıa cinética del proyectil.
La figura 3.21b muestra la evolución temporal de la enerǵıa cinética (KE) del proyectil y
la cama granular normalizada con la enerǵıa cinética del proyectil en t = 0, estos datos se
obtuvieron por medio de técnicas de seguimiento de part́ıculas de los videos experimentales
con los tres tipos de proyectil cayendo desde una altura h = 20 cm. En el momento del
impacto KE/KE0 = 1 para el proyectil y 0 para los granos de la cama granular. Después
del impacto, el proyectil transfiere enerǵıa a los granos. Sin embargo, la enerǵıa acumulada
en la cama granular nunca alcanza el valor KE0 ya que una fracción de la enerǵıa es
disipada debido a la fricción de los granos con las paredes de la celda. Por ejemplo, en
el caso del proyectil repulsivo (con ĺınea a trazos negra en la figura 3.21b), se muestra
una transferencia de ≈ 60 %, lo cual indica que el 40 % restante se disipa en el sistema
debido a la fricción con las paredes y las interacciones electromagnéticas entre los granos.
Notemos además que a cualquier tiempo t, la suma de enerǵıa de los granos siempre es
menor que el 20 % de la enerǵıa de impacto, esto indica una rápida disipación de enerǵıa
con las paredes. Durante la penetración del medio, toda la enerǵıa cinética será disipada y
el proyectil y las part́ıculas alcanzarán el reposo. Estos resultados muestran que aunque en
nuestro sistema no hay colisiones cuerpo-cuerpo entre part́ıculas, el sistema es altamente
disipativo debido al confinamiento lateral.
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a) b)

Proyectil 
Repulsivo 
Atractivo 
Neutro 

Granos

Figura 3.21: Resultados numéricos: a)Gráficos z vs t mostrando la dinámica de los tres proyectiles con
part́ıculas sin fricción considerando los casos repulsivo (curva negra), atractivo (curva roja) y neutro (curva
verde). b) Se muestra la evolución temporal de la enerǵıa cinética (KE) para el proyectil (curvas sólidas:
negro-repulsivo, rojo-atractivo, verde-neutro) y los granos de la cama granular (curvas a trazos: azul-
repulsivo, anaranjado-atractivo, verde-neutro), la enerǵıa KE está normalizada con la enerǵıa de impacto
del proyectil en t = 0 (KE0). La enerǵıa acumulada KE representa la suma de la enerǵıa cinética máxima
de los granos que han interactuando con el proyectil desde t = 0 hasta un tiempo t, para los tres casos:
repulsivo (ĺınea a trazos negra), atractivo (ĺınea a trazos verde) y neutro (ĺınea a trazos anaranjada). La
enerǵıa cinética de los granos es la suma de las enerǵıas de todos los granos a un tiempo t. En esta figura
h = 20 cm. La enerǵıa acumulada representa la trasferencia de enerǵıa relativa en el sistema. Por ejemplo,
el proyectil repulsivo transfiere al sistema aproximadamente el 60 % de su enerǵıa, esto indica que el 40 %
restante se disipa debido a la fricción con las paredes de la celda.

3.4.3. Modelo

Los resultados anteriores muestran similaridades entre la dinámica reportada aqúı y la
penetración de un proyectil en un fluido miscelar viscoelástico [8]. Además el hecho que la
velocidad del proyectil repulsivo manifiesta oscilaciones nos indica que un buen candidato
para representar la fuerza de arrastre es el modelo de Maxwell discutido anteriormente.
Es necesario aclarar que se intentaron diferentes aproximaciones y propuestas a fin de
encontrar un modelo teórico y se concluyó que el modelo de Maxwel era suficiente y que
no era necesario construir por nuestra cuenta otro modelo, ya que como se comentó el
modelo de Maxwell es suficiente para dar una buena descripción del sistema. Por tanto, la
dinámica del proyectil considerando la respuesta de la cama magnética puede ser descrita
con la ecuación de movimiento de un oscilador armónico amortiguado:

mz̈ = mg0 − kz − βż (3.8)

La ecuación puede ser reescrita en la forma:

z̈ + 2λż + ω2z = g0 (3.9)

con λ = β/2m y ω2 = k/m la frecuencia angular. Aqúı, g0 es una aceleración de la gravedad
modificada que incluye el efecto repulsivo o atractivo de la cama granular sobre el proyectil
cayendo. Esta ecuación es una ecuación diferencial de segundo orden no-homogénea, cuya
solución general consta de la solución de la ecuación homógenea zh(t) más una solución
particular zp(t):
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z(t) = zh(t) + zp(t) (3.10)

Caso homogéneo

Para el caso homogéneo se tiene la ecuación

z̈ = +2λż + ω2z = 0 (3.11)

para hallar la ecuación caracteŕıstica proponemos z = emt (con ż = memt, z̈ = m2emt),
sustituyendo en 3.11, se encuentra

m2 + 2λm+ ω2 = 0 (3.12)

cuya solución es:

m1 = −λ+
√
λ2 − ω2

m2 = −λ−
√
λ2 − ω2

(3.13)

Se pueden distinguir tres casos posibles dependiendo del signo algebraico de λ2 − ω2.

λ2−ω2 > 0. Se dice que el sistema está sobreamortiguado debido a que el coeficiente
de amortiguamiento β es muy grande comparado con la constante del resorte k. La
solución correspondiente de la ecuación (3.11) es z(t) = c1e

m1t + c2e
m2t o

z(t) = e−λt
(
c1e
√
λ2−ω2t + c2e

√
λ2−ω2t

)
(3.14)

esta ecuación representa un movimiento suave y no oscilatorio.

λ2 − ω2 = 0. El sistema está cŕıticamente amortiguado porque cualquier ligera dis-
minución en la fuerza de amortiguamiento daŕıa como resultado un movimiento
oscilatorio. La solución de (3.11) es z(t) = c1e

m1t + c2te
m1t o

z(t) = e−λt (c1 + c2t) (3.15)

λ2 − ω2 < 0. El sistema está subamortiguado, debido a que el coeficiente de amor-
tiguamiento es pequeño comparado con la constante del resorte. Este es el caso
que encontramos en nuestro sistema. Cuando esto ocurre, las ráıces m1 y m2 son
complejas:

m1 = a+ bi

m2 = a− bi
(3.16)

la solución para cada ráız está dada por zm1(t) = eat cos(bt) y zm2(t) = eat sen(bt)
respectivamente, por tanto la solución general es zh(t) = zm1(t) + zm2(t) o bien
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zh(t) = eat (c1cos(bt) + c2sen(bt)) (3.17)

identificando a = −λ y b =
√
ω2 − λ2 en ecuación (3.13) y sustituyendo en la expre-

sión anterior, encontramos que la solución para la ecuación diferencial homogénea
es

zh(t) = e−λt
(
c1 cos

(√
ω2 − λ2t

)
+ c2 sen

(√
ω2 − λ2t

))
(3.18)

Una forma alternativa para la ecuación (3.18) se expresa como:

zh(t) = Ae−λtsen
(√

λ2 − ω2t+ φ
)

(3.19)

donde A =
√
c2

1 + c2
2 y el ángulo fase es determinado de las ecuaciones

sinφ =
c1

A
, cosφ =

c2

A
(3.20)

El coeficiente Ae−λt a veces es llamado amplitud de amortiguamiento de vibraciones.
Dado que la ecuación (3.19) no es una función periódica, el número 2π/

√
ω2 − λ2 es

llamado cuasi periodo y
√
ω2 − λ2/2π es la cuasi frecuencia. El cuasi periodo es el

intervalo de tiempo entre dos máximos sucesivos de z(t).

En este caso, el proyectil debeŕıa oscilar dentro del fluido con una amplitud decreciente
en el tiempo. La solución se presenta a continuación.

Caso particular

La ecuación a resolver es de la forma:

z̈ + 2λż + ω2z = g0 (3.21)

Tal ecuación es de la forma

anz
(n) + an−1z

(n−1) + · · ·+ a1z
(1) + a0z = g(x) (3.22)

Si g(x) = cte, se propone una solución particular de la forma

zp(t) = A∗ (3.23)

Sustituyendo esta solución en la ecuación (3.21) se encuentra que A∗ = g0/ω
2.

Solución

Finalmente la solución de 3.9 está se expresa como la suma de las ecuaciones (3.19) y
(3.23):

z(t) =
g0

ω2
+A exp(−λt)sin

(
t
√
ω2 − λ2 + φ

)
(3.24)
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Por otro lado, para la condición λ2−ω2 > 0, el proyectil se detiene sin oscilar siguiendo
la ecuación:

z(t) =
g0

ω2
+A exp(−λt)sinh

(
t
√
ω2 − λ2 + φ

)
(3.25)

Las constantes A y φ se pueden hallar anaĺıticamente usando las condiciones iniciales
z(t = 0) = 0, ż(t = 0) = v0, y la posición de equilibrio final z(t =∞) = zF . Las constantes
elástica y viscosa equivalentes λ y ω son parámetros libres.

Los resultados experimentales fueron ajustados con el modelo anterior usando
Mathematica y comparados con las simulaciones numéricas, los resultados se muestran
en la figura 3.22. Por claridad, únicamente se muestran los resultados para dos alturas
de impacto h = 20 cm y h = 120 cm. Para el caso repulsivo y atractivo usamos la
ecuación (3.24) y para el caso neutro la ecuación (3.25). Notablemente, las principales
caracteŕısticas dinámicas de los datos experimentales (oscilaciones amortiguadas y
trayactorias sobreamortiguadas) son bien reproducidas por el modelo y también por
las simulaciones numéricas. Para el modelo ajustado, encontramos que las constantes
elástica y viscosa equivalentes para el caso atractivo deben ser mayores que los valores
correspondientes para los casos repulsivo y neutro, reflejando el hecho que el tamaño
efectivo del proyectil atractivo incrementa cuando los imanes se adhieren a la superficie
del proyectil, figura 3.23. Además estos parámetros indican que la rigidez del sistema está
determinada por el balance entre ellos.
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Figura 3.22: Dinámica de penetración de los tres proyectiles (repulsivo, atractivo y neutro) obtenida de
los experimentos (puntos) y su comparación con el modelo (ĺınea a trazos) y las simulaciones (ĺınea sólida).
Los resultados se muestran para h = 20 cm y h = 120 cm.
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Figura 3.23: Se muestran los parámetros libres λ y ω como función de h para los tres tipos de proyec-
til. Note que ambos parámetros son considerablemente mayores en el caso del proyectil con interacción
atractiva, reflejando que el tamaño efectivo del proyectil aumenta cuando penetra el medio granular.

3.5. Discusión

Una vez presentados los resultados obtenidos en la investigación de este sistema,
presentamos una discusión sobre lo reportado. T́ıpicamente, el impacto de un objeto
sólido en fluidos newtonianos [86] o en materiales granulares [68] involucra el número de
Froud, Fr = v2

0/gd, donde g es la aceleración gravitacional, v0 la velocidad del proyectil y
d su diámetro. En la referencia [8], se mostró que para describir la dinámica de impacto de
una esfera sólida cayendo en un fluido miscelar viscoelástico, se requiere tomar en cuenta
los efectos de elasticidad. Introduciendo el número de Froude elástico como la razón entre
la enerǵıa cinética y la enerǵıa elástica, Fe = ∆ρv2

0/G, donde ∆ρ es la diferencia entre
las densidades del proyectil y el medio granular y G es el módulo elástico del fluido, se
encontró que la profundidad máxima antes del rebote, zp, escala como zp ∼ Fe1/3, es decir

zp ∝ v2/3
0 . En este tipo de fluidos, los poĺımeros o tubos micelares son los responsables de

la elasticidad en el medio, generando una afuerza restauradora que hace que el proyectil
rebote [8, 9]. En nuestro caso, la respuesta elástica es debido a la naturaleza de la fuerza
magnética que incrementa cuando la distancia radial r entre los imanes disminuye,
con una dependencia proporcional a 1/r4. Por tanto, la ley de escalamiento encontrada
en 3.14c esta asociada con la respuesta elástica equivalente de la cama granular magnética.

Por otro lado, para velocidades de impacto mayores, la saturación logaŕıtmica de
zF vs h encontrada por medio de las simulaciones numéricas en la figura 3.16b indica
que nuestro medio granular se vuelve más resistente a la penetración conforme la razón
de deformación incrementa. Este comportamiento reológico es similar a la respuesta
a la deformación tipo shear thickening de un fluido no newtoniano [75]. Cuando la
compresión debido al impacto es lenta, la matriz de granos tiene suficiente enerǵıa
para generar un reordenamiento en sus posiciones y los granos pueden alcanzar zonas
de menor enerǵıa potencial. Este reordenamiento no es posible cuando la compresión
es rápida, ya que la matriz de imanes queda arrestada localmente debido a la torca
generada sobre cada iman y por tanto aumentando la fuerza de fricción sobre las
paredes. Además, el incremento en la densidad a mayores profundidades de penetración
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reportadas en la figura 3.19a también contribuye a la resistencia del medio a ser penetrado.

Respecto a la altura de rebote hr, uno podŕıa pensar que su magnitud debeŕıa
aumentar con la velocidad de impacto v0 debido a que más granos se comprimen
mientras el proyectil se hunde. Sin embargo, los experimentos muestran que hr alcanza
un valor constante. Además, los granos magnéticos por encima del proyectil actúan
como mecanismo de amortiguamiento del rebote del proyectil. En el caso de los fluidos
miscelares viscoelásticos [8], el valor constante de hr ha sido asociado a los efectos de
confinamiento. Dado que el confinamiento es esencial en nuestros experimentos para evitar
el colapso de la cama magnética, este valor también debeŕıa tener un efecto importante.
En efecto, en un material granular t́ıpico, la enerǵıa cinética durante el impacto se disipa
debido a la fricción entre los granos. Pero, en nuestro sistema no hay contacto directo
entre granos y el proyectil, aśı que la enerǵıa disipada se asocia con la fricción entre los
granos y las paredes de la celda. Sin fricción o confinamiento, el proyectil debeŕıa hundir-
se a través del medio granular sin presentar rebotes, tal y como se mostró en la figura 3.21a.

Las dinámicas de penetración repulsiva y atractiva observadas en nuestros experimen-
tos son semejantes a dinámicas complejas observadas en otros escenarios. Por ejemplo,
part́ıculas de polvo cargadas en medios donde experimentan interacciones electrostáticas
de largo alcance que producen efectos como levitación, aglomeración, repulsión y captura
de part́ıculas [87]. También, la atracción de imanes a la superficie de proyectiles atractivos
es análogo a los procesos de atrapamiento de part́ıculas inducidas por fuerzas cohesivas
cuando burbujas de aire se mueven en un ĺıquido con micro part́ıculas suspendidas, o bien,
nano part́ıculas magnéticas encapsuladas y dirigidas por medio de campos magnéticos [3].
Similarmente, se encuentran los procesos de burbujas de aire generadas por chorros de gra-
nos que penetran agua, y son desacelaradas debido al pegado de los granos en la superficie
de las burbujas [88]

3.6. Conclusiones sobre el estudio de impacto en un medio
granular repulsivo

El impacto y penetración de un proyectil en una cama granular magética repulsiva
se estudió experimentalmente y por medio de simulaciones numéricas usando dinámica
molecular. Por primera vez, una interacción de largo alcance entre el intruso y la cama
granular ha sido estudiado y analizado sistemáticamente. En un medio granular donde la
fricción entre part́ıculas y las colisiones son los principales mecanismos de disipación de
enerǵıa, la máxima penetración zF de un proyectil escala con una ley de potencias a la 1/3
de la enerǵıa de impacto del proyectil, es decir, zF ∝ h1/3 [78]. En nuestro sistema donde
no hay fricción ni colisiones cuerpo-cuerpo entre las part́ıculas, el único mecanismo de
disipación de enerǵıa es la fricción con las paredes que confinan los granos. Encontramos
que la ley de potencias a la 1/3 escala adecuadamente en rango corto de alturas de
impacto que corresponde con el rango experimental. Por otro lado, las simulaciones nos
permitieron encontrar que el proyectil se puede hundir hasta el fondo de la cama granular
cuando el término de fricción con las paredes de la celda es despreciado, y se comporta
como si el sistema fuera un ĺıquido. Cuando la magnetización de los granos de la cama
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granular se reduce, la fración de empaquetamiento de la cama aumenta y la dinámica
de los tres tipos de interacción ya sea repulsiva, atractiva o neutra, es similar. Debido
a la presencia de interacciones magnéticas, la fuerza depende de la distancia r entre las
part́ıculas magnéticas como r−4, aśı la enerǵıa potencial repulsiva de los imanes incre-
menta cuando la cama granular se comprime debido al impacto del proyectil, generando
una fuerza restauradora que hace que el proyectil rebote en la cama. Esta dinámica es
similar a la dinámica con rebotes que se ha encontrado en proyectiles impactando fluidos
miscelares viscoelásticos [8, 9] y que ha sido descrito por medio del modelo de Maxwell,
el cual es capaz de reproducir la dinámica de penetración encontrada experimentalemente.

El estudio de sistemas granulares con part́ıculas magnéticas se ha ocupado para
representar la dinámica de varios tipos de sistemas, por ejemplo, la descarga de granos
que se repelen entre śı a través del orificio de un sistema bidimensional [27, 6], lo cual es
similar al flujo de autos a través de un embotellamiento. En otro contexto, las interac-
ciones repulsivas o atractivas reportadas en nuestro estudio pueden ser ilustrativas para
describir la sorprendente y compleja dinámica de pequeñas part́ıculas de polvo cargadas
en medios espaciales, donde la levitación, transporte rápido, repulsión de part́ıculas,
eyección y captura pueden ser observados [87]. Por otro lado, el caso atractivo puede ser
útil para estudiar los procesos de aglomeración de part́ıculas coloidales en suspensiones
eléctricamente cargadas. O bien, la estructura densa de imanes milimétricos muestra
una respuesta a la deformación similar a los sólidos en la f́ısica de materia condensada,
cuya respuesta depende de la estructura cristalina del arreglo [89]. Con esto, creemos
que nuestro estudio puede contribuir a futuras investigaciones en materia granular con
interacciones de largo alcance. Además los granos magnéticos que se repelen pueden ser
usados para desarrollar un nuevo tipo de amortiguador granular magnético [20] con el
fin de evitar el desgaste de las part́ıculas que se produce en amortiguadores granulares
clásicos [90].
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Perspectivas: gas granular
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Como se ha visto en los caṕıtulos anteriores, la materia granular puede exhibir
comportamientos análogos a los que se observan en sólidos y fluidos, dependiendo de la
enerǵıa de los granos. En el caṕıtulo 2, se mostró que granos magnéticos en reposo se
agrupan en continuo contacto entre ellos, de tal modo que el sistema es muy parecido
a un sólido. Sin embargo, cuando los granos pueden moverse libremente, reduciendo los
contactos cuerpo a cuerpo entre ellos, el sistema es semejante a un fluido, como vimos
en el caṕıtulo 3. En lo que refiere al estado gaseoso en materia granular convencional, las
colisiones binarias dominan la dinámica del sistema, de tal modo que los granos se mueven
aleatoriamente y se dice que se comportan como un gas granular. Pero, para alcanzar
estos estados, es necesario inyectar enerǵıa continuamente al sistema. Sabiendo esto,
nos preguntamos que ocurriŕıa si tuviéramos un sistema granular magnético sometido a
inyección externa de enerǵıa y donde no hubiera colisiones cuerpo-cuerpo entre los granos
que lo conforman.

En esta sección, se presentan las perspectivas de estudio de un sistema granular
magnético vibrado verticalemente. Se muestran los resultados experimentales preliminares
relativos a un medio granular gaseoso con interacciones magnéticas repulsivas. Los granos
magnéticos se encuentran confinados en una celda Hele-Shaw sometida a vibración ver-
tical, generando aśı, una dinámica análoga a un medio gasesoso, pero con caracteŕısticas
no convencionales. Los granos son imanes ciĺındricos que se repelen entre śı debido a la
configuración experimental que hemos disenãdo.

4.1. Antecedentes

La materia granular es altamente disipativa y para que este tipo de sistemas alcance
un estado estacionario con enerǵıa cinética diferente de cero, es necesario suministrarle
enerǵıa continuamente. Esta inyección de enerǵıa se puede hacer a través de las fronteras
del sistema. En el caso de la materia granular magnética, se ha reportado que un método
experimental efectivo para suministrar enerǵıa en el sistema es por medio de la aplicación
de campos electromagnéticos, lo cual da lugar a la formación de estados homogéneos e
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inhomogéneos [91]. También, entre los métodos experimentales más utilizado para inyec-
tar enerǵıa y fluidizar sitemas granulares convencionales confinados, es por medio de la
inyección de flujos de aire o bien, por medio de la vibración (horizontal o vertical) de las
paredes. Tal vibración induce enerǵıa al sistema y arrastra a las part́ıculas debido a la
fricción con las paredes, de tal manera que los granos ganan enerǵıa durante las colisiones
con ellas y se genera una rica variedad de comportamientos granulares [7]. Por otro lado,
entre los modelos teóricos para analizar este tipo de inyección de enerǵıa se encuentra el
modelo de termostáto estocástico, en donde a las part́ıculas de la cama granular se les apli-
ca una fuerza estocástica como baño térmico con el fin de alcanzar estados estacionarios y
homogéneos [92]. Aunque en fluidos y gases normales, estos fenómenos son bien compren-
didos, no ocurre aśı con la materia granular. Uno de los mayores retos en la investigación
en materia granular es encontrar una descripción hidrodinámica para este tipo de efectos
y un paso indispensable para comprender esta teoŕıa es determinar los parámetros de con-
trol adimensionales que gobiernan el fenómeno. En el caso de la materia granular vibrada,
uno de los parámetros más adecuados para caracterizar cuantitativamente la fuerza de
vibración es la aceleración adimensional definida como

Γ =
(2πf)2A0

g
(4.1)

donde A0 es la amplitud de vibración, f es la frecuencia y g es la aceleración de la
gravedad. Si asumimos una vibración sinusoidal, la aceleración es a = (d/dt2)A0 sin(2πft).

La herramienta teórica para estudiar los gases granulares se encuentra en la teoŕıa
cinética y en particular en la ecuación de Boltzmann, la cual fue obtenida por Ludwing
Boltzmann en 1896. Después, fue modificada por Enskog al tomar en cuenta efectos de
volumen en gases. La ecuación de Boltzmann-Enskog es una ecuación integro diferencial
que proporciona la evolución de la función de distribución de velocidades de las part́ıculas,
introduciendo los efectos de las colisiones entre part́ıculas y asumiendo la hipótesis de
caos molecular, la cual admite que las part́ıculas no están correlacionadas antes de
su colisión [93], por tanto restringe su uso al ĺımite diluido. Además, existen algunos
estudios donde la correlación entre part́ıculas se ha tomado en cuenta a partir de
modifiaciones en las ecuaciones de Liouville [94]. El modelo más simple para describir los
gases granulares consiste en considerar un conjunto de esferas duras inelásticas idénticas,
donde la disipación se caracteriza por un coeficiente de restitución que en general, se
asume que es independiente de la velocidad de las part́ıculas; se define como la razón
entre el módulo de las velocidades relativas después y antes de la colisión y puede tomar
valores entre 0 y 1, correspondiendo con los casos inelástico y elástico respectivamente.
Una vez que se ha definido el modelo y se ha establecido la regla de colisión entre las
part́ıculas, la cual contiene la esencia f́ısica del sistema que se analiza, se puede obtener
por medio de la ecuación de Boltzmann las ecuaciones para la evolución de la densidad,
velocidad y enerǵıa del sistema. Notemos que la teoŕıa para un gas granular magnético re-
pulsivo requeriŕıa además información adicional para completar la descripción del sistema.

Existen diversos reportes en la literatura sobre el estudio experimental y por simulación
de materiales granulares vibro-fluidizados. De acuerdo con la presencia o ausencia de
gravedad [96], se han reportado ciertas fenomenoloǵıas. En microgravedad, se ha reportado
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experimentalmente la presencia de dos reǵımenes cinéticos: homogéneos y cúmulos [95].
Numéricamente (MD) se han investigado gases granulares en gravedad cero, los resultados
muestran cuatro tipos de dinámicas: gaseoso, aglomerado parcial, aglomerado completo y
aglomerado con rebote, como se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1: Se muestran los reǵımenes que exhibe un sistema granular convencional en microgravedad
por medio de simulaciones con MD. I) estado gaseoso, II) aglomeración parcial, III) aglomeración completa
y IV) aglomeración con rebote. Figura tomada de [95].

a)

b)

c)

d)

e)

Figura 4.2: Se muestran los reǵımenes que exhibe un sistema granular convencional en presencia de
gravedad. a) rebote, b) ondulaciones, c) efecto leidenfrost granular, d) rollos de convección y e) gas granular.
Figura tomada de [7].
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En presencia de gravedad, se ha reportado experimentalmente que un sistema confor-
mado por granos de vidrio contenidos en una celda cuasi bidimensional vibrada a diferentes
valores de Γ, exhibe una rica variedad de dinámicas, las cuales se dividen en cinco regiones:
rebote, ondulaciones, efecto leidenfrost granular, rollos de convección y gas granular [7],
como se muestra en la figura 4.2. Además, esta fenomenoloǵıa aśı como sus transiciones
se pueden caracterizar por medio del parámetro adimensional Γ y el número de capas
F , los cuales se pueden llevar a una representación gráfica por medio de un diagrama de
fases, figura 4.3. Este diagrama, presenta los puntos cŕıticos para las transiciones de fase
que ocurren en el sistema, mostrando un rango completo de fases que la materia granular
puede presentar.

Figura 4.3: Diagrama de fases experimental de un sistema granular cuasi bidimensional vibrado a dife-
rentes valores de Γ como función del número de capas F . Se muestran las regiones de rebote, ondulaciones,
efecto leidenfrost granular, rollos de convección y gas granular. La región indicada en ćırculos rojos próxi-
mos al eje x muestra el regimen sólido. Figura tomada de [7].

En este caṕıtulo, presentamos el enfoque de estudio de un sistema formado por
imanes ciĺındricos confinados en una celda Hele-Shaw, los granos magnéticos se repelen
entre śı. El sistema es sometido a vibración vertical con el fin de inyectar enerǵıa
generando un medio con caracteŕısticas análogas a las de un gas granular. Sin embargo,
los granos no sufren colisiones cuerpo a cuerpo, sino que la interacción se da a través
de los momentos dipolares de los granos. Este tipo de sistema cuasi dos dimensional
presenta un comportamiento efectivo para el cual la inyección de enerǵıa se produce
en casi todo el volumen del sistema. Los sistemas vibrados verticalmente, como ya se
mencionó, presentan fases desordenadas tipo gas y para ciertos valores en la densidad
y bajas aceleraciones de vibrado, puede presentar agregados de part́ıculas que pueden
organizarse en distintos patrones dependiendo de los parámetros de inyección de enerǵıa.
Aśı que resulta interesante investigar cómo será la dinámica del sistema experimental que
se presenta a continuación.

Los parámetros en los que enfocamos el análisis de nuestro sistema son: a) la aceleración
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adimensional Γ (4.1), que describe la razón de la enerǵıa cinética inyectada al sistema por
medio de la vibración desde el fondo del contenedor y la enerǵıa potencial asociada con el
desplazamiento de las part́ıculas; y b) el número de capas N en el sistema.

4.2. Montaje experimental

Para el estudio de un gas magnético repulsivo se requiere una celda Hele Shaw
diferente a la usada en el estudio de un proyectil penetrando la cama granular, ya que
para este caso necesitamos inyectar enerǵıa de forma vertical mediante fuentes externas
controladas. Realizamos los diseños necesarios y adaptados a las condiciones en nuestro
laboratorio. Conseguimos construir una celda con capacidad de máximo 120 imanes y
las fuentes de suministro de enerǵıa alcanzaron un valor máximo de Γ =16.2. Por lo que
como veremos a continuación nuestros resultados preliminares quedan limitados debido a
dichas circunstancias.

L

H

Paredes repulsivas 

Amplificador

Generador de 
funciones

Bocinas

Soporte móvil

Figura 4.4: Montaje experimental: Sistema granular repulsivo cuasi dos dimensional vibrado vertical-
mente.

En la celda Hele Shaw con dimensiones 34 cm×44 cm, se introdujo un conjunto
de n = 120 cilindros magnéticos de neodimio de espesor t =2.0±0.02 mm, diámetro
d =3.0±0.02 mm y masa m =0.2 g. Las paredes frontales de la celda consisten en dos
placas de vidrio cuya separación entre ellas es 2.10±0.05 mm, las paredes laterales son
barras de aluminio con imanes de neodimio incrustrados en su interior y colocados a
una distancia de 1 cm entre cada uno, todos con sus dipolos orientados en dirección
perpendicular con las paredes de vidrio. Los granos se introducen dentro de la celda por
medio de un compartimento removible en la tapa superior de la celda, los imanes se
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introducen con sus dipolos magnéticos en la misma dirección (de la misma forma que se
presentó la configuración en la sección anterior para el estudio de un proyectil penetrando
una cama granular magnética repulsiva) con el fin de obtener interacciones repulsivas
entre los granos. La celda es soportada por dos pivotes con longitud de 79 cm montados
sobre bocinas instaladas en una estructura de madera que soporta todo el sistema, ver
figura 4.4. Una vez que se han introducido los imanes, el compartimento superior se cierra
de tal forma que los imanes quedan confinados. Para los experimentos, se vaŕıa el número
de granos dentro de la celda desde n =20 hasta n =120. Una vez que los imanes están
dentro de la celda, por medio de un generador de funciones conectado a las bocinas, se fija
una frecuencia de 12 Hz y se vaŕıa la amplitud de vibración desde 100mV hasta 550mV.
Una vez que se pone a vibrar la celda, el movimiento de los granos es grabado por medio
de una cámara de alta velocidad Photron Mini UX100 a 1000 cuadros por segundo (fps).

La celda se sometió a vibración vertical mediante las dos bocinas conectadas en fase
y alimentadas con una señal sinusoidal de frecuencia f . La vibración se caracteriza por el
parámetro adimensional Γ (4.1). El experimento se repitió para diferentes amplitudes de
vibración y frecuencia constante. Experimentalmente hemos identificado cualitativamente
algunas dinámicas que han sido reportadas para medios granulares convencionales [7, 97],
tal fenomenoloǵıa se discute en la siguiente sección donde se describen los fenómenos
observados, uno por uno y en el orden en que aparecen cuando la aceleración adimensional
aumenta y por tanto la fluidización crece. Además, hicimos una revisión bibliográfica
de la teoŕıa cinética de gases granulares [93, 98]. Por ello, concluimos que se requiere
determinar la función de distribución de velocidades adecuada para la dinámica de este
sistema haciendo aproximaciones por medio de modelos continuos que toman como base el
modelo de gas ideal. Sin embargo, dadas las caracteŕısticas de nuestro sistema se requiere
una investigación minuciosa para hallar un modelo que describa la fenomenoloǵıa del gas
granular repulsivo, este tópico continúa siendo un reto experimental y teórico. Nuestro
objetivo por el momento es presentar los resultados experimentales iniciales que podrán
ser mejorados en el futuro. Pero es necesario insistir que para los objetivos de este trabajo,
lo aqúı presentado es suficiente para presentar las bases de un trabajo posterior.

4.3. Resultados experimentales

De acuerdo con las condiciones experimentales de nuestro sistema, encontramos
que para una aceleración adimensional Γ ≤ 2.3 el sistema granular repulsivo cuasi
bidimensional se comporta como un sólido, moviéndose con el fondo del contenedor y
sin que las part́ıculas presenten movimiento fuera de sus puntos de equilibrio, como se
observa en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7 para Γ = 0.94 en los 6 casos analizados (n =20, 40,
60, 80, 100 y 120 part́ıculas). Para que las part́ıculas puedan salir de estas posiciones
se requiere que la aceleración de vibración de la celda supere la fuerza de gravedad y
la fricción con las paredes. Los valores de Γ para los cuales la transición de sólido a
rebote ocurre, se presentan al aumentar el valor de Γ (variando la amplitud de vibración
a >6.93 mm). Esta dinámica de rebote ha sido reportada en la literatura [7], donde
un sistema granular convencional cuasi bidimensional formado por esferas de vidrio es
vibrado verticalmente. De manera similar con nuestro experimento, la transición de sólido
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a rebote ocurre cuando se incrementa el valor de Γ, sin embargo se encuentra que el
valor cŕıtico para tal transición ocurre cuando Γ > 1 y este valor incrementa conforme
crece el número de capas en el sistema. Incrementando el valor de Γ en nuestro sistema,
se observa un fenómeno similar a las ondulaciones cuando Γ > 5.7 (ver figuras 4.5,
4.6 y 4.7) y es más marcado tal comportamiento cuando el número de capas es mayor
a 2. Nuevamente, en [7] se ha reportado esta fenomenoloǵıa (para Γ > 12 y N > 6)
generada por el impacto de las part́ıculas con las paredes laterales del contenedor (celda
Hele-Shaw), las cuales transfieren enerǵıa para que las part́ıculas se desplacen horizontale-
mente y generen ondas de propagación que se manifiestan como ondulaciones en el sistema.

Debido a que la fuerza de interacción decae rápidamente, se requieren amplitudes de
vibración mayores para que las part́ıculas magnéticas se comporten como un gas granular,
este estado altamente fluidizado corresponde con Γ >10.4 y número de capas entre 1 y 3,
ya que cuando se aumenta el número de capas se presenta una combinación de estados
segregados con ondulaciones y otro fluidizado, correspondiendo con el de un gas. En el
estado gaseoso, las part́ıculas se mueven aleatoriamente dentro del contenedor, ver figuras
4.5, 4.6 y 4.7. Este estado ha sido observado experimentalmente en otros estudios [7], con
N =2.7 y Γ = 30.

n=20 n=40

Γ=0.94

Γ=8.53

Γ=12.12

Γ=16.2

Γ=5.7

Figura 4.5: Se muestra la dinámica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el número de granos y Γ el
parámetro de aceleración adimensional.

67



Perspectivas: gas granular magnético bidimensional
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n=60 n=80

Γ=0.94

Γ=5.7

Γ=8.53

Γ=12.12

Γ=16.2

Figura 4.6: Se muestra la dinámica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el número de granos y Γ el
parámetro de aceleración adimensional.

n=100 n=120

Γ=0.94

Γ=5.7

Γ=8.53

Γ=12.12

Γ=16.2

Figura 4.7: Se muestra la dinámica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el número de granos y Γ el
parámetro de aceleración adimensional.
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Figura 4.8: Diagrama de fases representativo de un sistema granular bidimensional con interacciones
repulsivas vibrado verticalmente. Los cuatro fenómenos explorados cualitativamente en este sistema se
indican con diferentes colores. Los valores para hallar la dinámica de sólido, rebote, ondulaciones y gas
granular son gobernados por los parámetros Γ y N .

Las dinámicas observadas experimentalemente en nuestro sistema y descritas ante-
riormente se reunieron en un diagrama de fases, figura 4.8. Este diagrama, presenta como
una primera aproximación la fenomenoloǵıa experimental como función del parámetro
de vibración adimensional Γ y el número de capas N . En este diagrama de fases (figura
4.8), los parámetros Γ y N usados para modelar la dinámica de nuestro sistema indican
las respectivas transiciones halladas experimentalmente. El parámetro Γ se muestra a
lo largo del eje vertical y los correspodientes puntos de coexistencia se muestran con
śımbolos geométricos. Las fronteras entre regiones fueron marcadas como gúıa para el
lector pero no fueron medidas exhaustivamente. Es importante remarcar que aún con las
caracteŕısticas magnéticas repulsivas de los granos, la fenomeloǵıa observada es similar
a la reportada en la literatura [7, 99], es decir, las fases de estado sólido, rebotes de los
granos, ondulaciones y la formación de un gas granular son observadas. Sin embargo, no
es posible observar la formación de rollos de convección o el efecto leidenfrost granular
en nuestro rango experimental evaluado. Debido a que hemos suprimido los contactos
entre granos y pared, los efectos de frontera en el sistema se modifican, además el
número de part́ıculas no es suficiente para obtener un análisis estad́ıstico completo.
Además, las caracteŕısticas magnéticas de nuestro sistema sugieren una nueva definición
del parámetro Γ, el cual contenga información de la magnetización del sistema. De este
modo, cuando ~M = 0 uno esperaŕıa hallar la dinámica que se encuentra en un sistema
granular convencional. Notemos también que debido a los momentos dipolares de los
granos magnéticos, es complicado definir con exactitud las fronteras de las regiones
dinámicas halladas en nuestro sistema.

El análisis preliminar de la función de distribución radial [100], para un sistema forma-
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do por n = 120 granos se muestra en la figura 4.9. Esta curva representa la distribución
promedio de part́ıculas alrededor de cualquier part́ıcula dada dentro del sistema. Para su
cálculo utilizamos procesamiento de imágenes por medio del software ImageJ. Debido al
número de part́ıculas y el rango de Γ explorado experimentalmente, por el momento no
es posible concluir una estad́ıstica completa para calcular los desplazamientos cuadráticos
medios de los granos de manera apropiada. Además es importante mencionar que nues-
tro sistema presenta un gradiente de densidad que vaŕıa con el número de capas, por
ello, podemos observar en la figura 4.9, que la función de distribución radial presenta un
comportamiento combinado de sólido y fluido, ya que los picos indican cierta estructura
cristalina, mientras que los valores alrededor de 1 es el comportamiento t́ıpico de un fluido,
lo cual sugiere una coexistencia de fases. Esto muestra nuevamente que requerimos mayor
inyección de enerǵıa en el sistema con el fin de alcanzar una fluidización completa.
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Figura 4.9: Función de distribución radial para un sistema con Γ = 16.2 y n = 120. La curva indica una
coexistencia de fases ĺıquida y gaseosa.

4.4. Conclusiones sobre el estudio de un gas granular repul-
sivo

Caracterizamos de forma preliminar la dinámica de nuestro sistema granular repulsivo
vibrado verticalmente mediante un diagrama de fases. Este diagrama, muestra los diferen-
tes reǵımenes (sólido, rebote, ondulaciones y gas) como función de Γ y n. Consideramos
que este sistema puede dar lugar a un tema de estudio más amplio y completo, donde
se analicen las herramientas teóricas para este tipo de sistema y cuyo reto principal es
determinar la regla de colisión efectiva entre part́ıculas, para después obtener por medio
de la ecuación de Boltzmann las ecuaciones para la evolución de los campos de velocidad,
densidad y enerǵıa del sistema. Esto también incluye el tensor de presiones, el flujo de ca-
lor y la velocidad de enfriamiento que contiene la información de los efectos de disipación
sobre la evolución de enerǵıa, lo cual representa un desaf́ıo matemático. Realizar este tipo
de cálculos para el análisis de nuestro gas granular repulsivo es una ĺınea de investigación
futura y cuyos alcances por el momento, se encuentran fuera de este trabajo. Además es
necesario realizar mejoras en el montaje experimental por medio de una celda Hele Shaw
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más grande y bocinas más potentes para alcanzar valores de Γ superiores a los aqúı pre-
sentados. Las herramientas de software mencionadas seguramente serán las mismas, por
lo que este trabajo ya da indicios a lo que que se puede hacer.
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Conclusiones generales

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, la caracterización de los estados de un
sistema granular magnético se hab́ıa hecho de forma emṕırica y era necesario plantear
un conjunto de experimentos que permitan sistematizar el estudio de las propiedades
dinámicas de estos sistemas en términos de experimentos apropiados, investigación de
modelos teóricos de campo promedio y usando métodos de simulación por computadora.
Como sabemos la variedad de formas, tamaños e intensidades de los sistemas, es muy
grande. Por ello, en este trabajo se diseñaron experimentos y se eligieron un número
limitado de fenómenos y sistemas a estudiar. A pesar de ello consideramos que el
contenido de esta tesis contribuye de forma significativa al estudio y caracterización de
de los sistemas granulares magnéticos, en especial lo que se refiere al fluido magnético
repulsivo.

En esta tesis se ha presentado un estudio original y sistemático de tres sistemas
granulares magnéticos experimentales que muestran una variedad de dinámicas que
no hab́ıan sido reportadas hasta donde sabemos. Estos resultados representan una
contribución al avance en la investigación de la materia granular magnética, que como
hemos mencionado, es de interés para diversas áreas de la aplicación.

Caracterizamos por medio de experimentos y simulaciones la respuesta mecánica de
ensambles 1D, 2D y magnetocristales tridimensionales ante la aplicación de esfuerzos
de tensión, flexión y torsión. Encontramos que las estructuras cúbicas bajo esfuerzo
de tensión exhiben una fractura tipo frágil, mientras que las estructuras hexagonales
muestran un proceso de deformación similar a una deformación dúctil. En el caso de la
resistencia a la flexión, las estructuras cúbicas exhiben un comportamiento dúctil y las
estructuras hexagonales exhiben un comportamiento frágil. Además al combinar planos
cúbicos y hexagonales (estructuras h́ıbridas) en el cristal, estos adquieren la resistencia a
la ruptura de la estructura Hx y la plasticidad de la estructura cP. Nuestros resultados
sugieren que las interacciones magnéticas dan estabilidad a los magnetocristales. Pueden
ser dúctiles o frágiles dependiendo de la dirección cristalográfica en la que se aplica el
esfuerzo. Además, los resultados de nuestra investigación revelan nuevos comportamientos
asociados con la dinámica de reorganización de part́ıculas, los cuales pueden ser llevados al
estudio de respuestas mecánicas en estructuras cristalinas, actuadores magneto-elásticos
y el estudio de patrones de agregación en sistemas compuestos por part́ıculas magnéticas.

El diseño y construcción de un sistema magnético repulsivo nos permitió ver el
comportamiento fluido de un sistema magnético. Este sistema es artificial y por ende
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poco entendido y caracterizado. Para su estudio se realizaron experimentos de impacto
y penetración de un proyectil en una cama granular magética repulsiva. Se estudió
experimentalmente y por medio de simulaciones numéricas usando dinámica molecular.
Por primera vez, una interacción de largo alcance entre el intruso y la cama granular fue
estudiada y analizada sistemáticamente. Para explorar esta dinámica consideramos tres
escenarios diferentes: interacciones repulsivas, atractivas y neutras entre el proyectil y los
granos. Debido a la presencia de interacciones magnéticas, la enerǵıa potencial repulsiva
de los imanes incrementa cuando la cama granular se comprime debido al impacto del
proyectil, generando una fuerza restauradora que hace que el proyectil rebote en la cama.
Esta dinámica es similar a la dinámica que se ha encontrado en proyectiles impactando
fluidos miscelares viscoelásticos y se mostró que un modelo apropiado dentro de nuestro
rango de velocidades estudiado es el llamado modelo de Maxwell. Este modelo es capaz
de reproducir la dinámica de penetración encontrada experimentalmente en nuestro
sistema. Nuestro estudio presenta un marco de referencia para el estudio de sistemas
granulares magnéticos con interacciones de largo alcance. Además los granos magnéticos
que se repelen pueden ser usados para desarrollar un nuevo tipo de amortiguador granular
magnético el cual evitaŕıa el desgaste que se produce en el sistema debido a las continuas
colisiones de sus componentes.

Finalmente, diseñamos un arreglo experimental que nos permitió inyectar enerǵıa tal
manera que sea fluidizara un sistema magnético repulsivo. Dadas las limitaciones de nues-
tro diseño experimental, consideramos que nuestros resultados podrán ser usados como
base para trabajos posteriores. A pesar de tener un sistema pequeño y con enerǵıas de ex-
citación bajas, hemos construido un diagrama de fases el cual se podrá consolidar cuando
sea posible tener un sistema de más part́ıculas y Γ mayores a las que aqúı reportamos.
Además, seguramente la simulación por computadora y el desarrollo de modelo teóricos
apropiados son una área de oportunidades de investigación que se visualizan a futuro.
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Apéndice A

Interacciones dinámicas entre
esferas uniformemente
magnetizadas

Consideremos las interacciones entre dos esferas magnéticas idénticas cuyas posiciones
y orientaciones magnéticas están confinadas en el plano x − y. Consideremos las fuerzas
y torcas sobre una esfera libre (esfera 2, de radio a, masa m y momento de inercia I =
2ma2/5) en el plano xy que se generan debido al campo producido por otra esfera (esfera
1, con radio a) fija en el origen (~r1 = 0), con momento dipolar fijo ~m1 = mx̂. Usamos
coordenadas polares (r, θ), para describir la posición ~r = ~r2 = ~r12 = rcosθ x̂ + rsinθ ŷ
desde el centro de la esfera libre y el ángulo φ para describir el ángulo de orientación de
su momento dipolar ~m2 = mcosφ x̂+msinφ ŷ, figura A.1.

x

y

m⃗1

m⃗2

r⃗

Figura A.1: Sistema de coordenadas polares para estudiar dos esferas magnéticas con igual radio. Una
esfera con un momento magnético ~m1 se mantiene fija en el origen con su momento magnético en la
dirección +x. Una segunda esfera con momento magnético ~m2 orientada un ángulo φ se localiza en la
posición ~r con coordenadas polares (r, θ).

La velocidad y aceleración de la esfera libre están dadas por ~v = ~̇r y ~a = ~̇v, mientras
que su velocidad y aceleración angular están dados por ω = φ̇ẑ y α = ω̇, donde el punto
indica la derivada con respecto al tiempo.

La dinámica de una esfera libre es caracterizada por las coordenadas r, θ, φ y los
momentos correspondientes
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pr = m̃ṙ

pθ = m̃r2θ̇

pφ = Iφ̇

(A.1)

que representan el momento radial, angular y de espin, respectivamente. La enerǵıa cinética
está dada por

T =
m̃

2
ṙ2 +

m̃

2
r2θ̇2 +

I

2
φ̇2

=
p2
r

2m̃
+

p2
θ

2m̃r2
+
p2
φ

2I

(A.2)

La figura A.2 ilustra el campo dipolar magnético ~B1 producido por la esfera fija,
aśı como las fuerzas magéticas y torcas sobre la esfera libre, para varias posiciones y
configuraciones de esta esfera. Las fuerzas se pueden dividir en 5 categoŕıas, las cuales
se caracterizan por el ángulo β formado entre ~m2 y ~B1, estas configuraciones se pueden
explorar por medio del programa en ĺınea Magphyx [29], las cuales son:

1. Atractiva, central (β = 0). La fuerza entre dos esferas es atractiva y central cuando
~m1 y ~m2 son paralelos y colineales [figura A.2(a) A, E], conduciendo a un estado de
equilibrio estable. La fuerza también es atractiva y central cuando ambos dipolos son
antiparalelos entre śı y perpendiculares a la ĺınea que une sus centros [figura A.2(e) C,
G]. En ambos casos, ~m2 es paralelo a ~B1 (β = 0), cuando τ12 = 0 y ~m2 · ~B1 = m2B1.
Para maximizar este producto, ~m1 atrae a ~m2 a su vecindad cuando el campo es
más fuerte.

2. Atractiva, oblicua (0 < β < π/2). Para valores agudos de β, la fuerza es atractiva y
no central: [figura A.2b) A, B, E, F], [figura A.2c) B, F] y [figura A.2d) B, C, F, G].
La fuerza actúa para incrementar ~m2 · ~B1 = mB1cosβ, moviendo ~m2 a regiones donde
el campo es más fuerte (B1 más grande) y mejor alineado con ~m2 (β más pequeño,
cosβ más grande). La torca también actúa para incrementar ~m2 · ~B1 rotando ~m2 en
dirección de ~B1.

3. Perpendicular (β = π/2). Cuando ~m2 es perpendincular a ~B1, la fuerza de ~m1 sobre
~m2 es perpendicular a la ĺınea que une estas esferas, no es atractiva ni repulsiva
[figura A.2(c) A, C, E, G], esta fuerza actúa para incrementar ~m2 · ~B1 moviendo ~m2

hacia una región donde esté alineado con el campo. La torca nuevamente actúa para
rotar ~m2 alineado con ~B1.

4. Repulsivo, oblicuo (π/2 < β < π). Para ángulos obtusos de β, la fuerza es repulsiva
y no central: [figura A.2(b) C, D, G, H], [figura A.2(c) D,H], [figura A.2(d) A, D,
E, H] y [figura A.2(e) B, D, F, H]. La fuerza actúa para incrementar el producto
negativo ~m2 · ~B1 = −mB1|cosβ|, moviendo ~m2 a regiones donde el campo es más
débil (B1 más pequeño) y alineado con ~m2 (β se aproxima con π/2, se hace más
pequeño) |cosβ|. La torca actúa para incrementar ~m2 · ~B1 , rotando ~m2 con el campo
local.
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5. Repulsivo, central (β = π). La fuerza es repulsiva y central cuando ~m1 y ~m2 son
paralelos y perpendiculares a la ĺınea que une sus centros [figura A.2(a) C, G] y
cuando ~m1 y ~m2 son antiparalelos y colineales [figura A.2(e) A, E]. En ambos casos,
~m2 es antiparalelo a ~B1 (β = π), dando τ12 = 0 y m2B1 = −mB. Para incrementar
su producto negativo, ~m1 repele a ~m2 a regiones donde el campo es más débil.

Figura A.2: Ĺıneas de campo producidas por una esfera uniformemente magnetizada con un momento
magnético total ~m1 en el centro de cada panel y las fuerzas magnéticas resultantes y torcas sobre una
esfera uniformemente magnetizada de momento magnético total ~m2, en varias posiciones y orientaciones.
Se muestran las figuras para ~m2 y ~m1 en diferentes configuraciones para β a)0, b)π/4, c)π/2, d)3π/4 y
e)π. Para cada panel hay 8 posiciones de la esfera 2, representados por A-H, distribuidos uniformemente
alrededor de un ćırculo centrado en la esfera 1. Los vectores de fuerza se presentan con longitud proporcional
a la magnitud de la fuerza. Las torcas se muestran por medio de arcos con longitud proporcional a la
magnitud de la torca y sin arco cuando la torca es cero. La dirección del momento magnético se indica con
flechas negras. Imagen obtenida por medio del software Magphyx [29].
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En esta sección se ha demostrado que la enerǵıa, fuerzas y torcas entre dos esferas
uniformemente magnetizadas son idénticas a las que se presentan en un sistema de dos
dipolos magnéticos puntuales. Esta equivalencia se puede extender inmediatamente a esfe-
ras polarizadas uniformemente y a dipolos eléctricos puntuales porque los campos, fuerzas
y torcas de dipolos eléctricos tienen las mismas formas matemáticas que sus contrapartes
magnéticas, y el campo fuera de una esfera polarizada uniformemente es idéntico ma-
temáticamente al campo de un dipolo eléctrico.
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Apéndice B

Algoritmo de Verlet

El método de Verlet [101, 102, 103, 28] consiste en encontrar la posición ~r y la
velocidad ~v de cada part́ıcula en un tiempo t+ h dados los valores ~r y ~v en un tiempo t.

Sabemos que el movimiento de una part́ıcula se describe por

mi
d2~ri
dt2

= ~fi (B.1)

Por tanto, para N part́ıculas se requeriŕıan N ecuaciones. Hallar un conjunto de N
ecuaciones resulta inadecuado, por ello se recurre a una expresión algebráica por medio
de la expansión en serie de Taylor para la componente x

x(t+ h) = x(t) + h
dx(t)

dt
+

1

2!
h2d

2x(t)

dt2
+

1

3!
h3d

3x(t)

dt3
+ · · · (B.2)

Si x no cambia significativamente con el tiempo, los términos con diferenciales de orden
mayor se pueden despreciar.

Para obtener una aproximación del segundo término de la ecuación diferencial (B.1),
se requiere otra forma de la expansión en serie de Taylor para x

x(t− h) = x(t)− hdx(t)

dt
+

1

2!
h2d

2x(t)

dt2
− 1

3!
h3d

3x(t)

dt3
+ · · · (B.3)

Sumando (B.2) y (B.3), se obtiene

d2x(t)

dt2
=
x(t+ h)− 2x(t) + x(t− h)

h2
+O(h2) (B.4)

Si ~ri = (xi, yi, zi) es la posición y ~fi = (fxi, fyi, fzi) es la fuerza actuando sobre la
part́ıcula i, la ecuación de movimiento de Newton se reescribe como

xi(t+ h) = 2xi(t)− xi(t− h) +
h2

mi
fxi(t) (B.5)

Con (B.5), la posición al siguiente paso de tiempo se calcula conociendo la posición
actual, anterior y la fuerza actuando, este método se conoce como método de Verlet.

79



Algoritmo de Verlet

Si se requiere hallar la velocidad, se resta (B.3) de (B.2),

~vi(t) =
~ri(t+ h)− ~ri(t− h)

2h
(B.6)

La evaluación simultánea de (B.5) y (B.6) es deseable con el fin de tener una descripción
completa. Despreciando los términos de orden mayor en (B.2), se tiene que

~ri(t+ h) = ~ri(t) + h~vi(t) +
h2

2mi

~fi(t) (B.7)

Además, se requiere la siguiente ecuación para especificar la velocidad

~vi(t+ h) = ~vi(t) +
h

mi

~fi(t) (B.8)

En esta expresión, el término de la fuerza se modifica como

~vi(t+ h) = ~vi(t) +
h

2mi
(~fi(t) + ~fi(t+ h)) (B.9)

El uso de (B.7) y (B.8) para determinar el movimiento de la part́ıcula i es el método de
velocidad de Verlet. Este método es superior en estabilidad y exactitud en las simulaciones.
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Apéndice C

Publicaciones y conferencias

La investigación de este trabajo doctoral dio como resultado la publicación de los
art́ıculos:

1. S. Hidalgo-Caballero, Y.Y. Escobar-Ortega, R.I. Becerra-Deana, J.M. Salazar, F.
Pacheco-Vázquez, Mechanical properties of macroscopic magnetocrystals, Jour-
nal of Magnetism and Magnetic Materials 479 (2019) 149-155. https://www.

sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0304885318338101

2. Y.Y. Escobar-Ortega, S. Hidalgo-Caballero, J.O. Marston, F. Pacheco-Vázquez,
The viscoelastic-like response of a repulsive granular medium during pro-
jectile impact and penetration, Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics
280 (2020) 104295. https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/

pii/S037702572030063X

Figura C.1: Portada del art́ıculo publicado en Journal of Magnetism and Magnetic Materials.
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Publicaciones y conferencias

Figura C.2: Portada del art́ıculo publicado en Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics.

Este trabajo fue presentado en una sesión oral en el congreso internacional Southern
Workshop on Granular Materials 2018, en Puerto Varas, Chile.

Figura C.3: Conferencia durante el SWGM 2018.
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[25] J. Boisson, C. Rouby, J. Lee, O. Doaré, Dynamics of a chain of permanent magnets,
EPL (Europhys. Lett.) 109 (2015) 34002.
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[82] F. Marcotte, G.-J. Michon, T. Séon, C. Josserand, Ejecta, corolla, and splashes from
drop impacts on viscous fluids, Phys. Rev. Lett. 122 (2019) 014501.

[83] D. Kawabata, M. Yoshida, A. Shimosaka, Y. Shirakawa, Discrete element method
simulation analysis of the generation mechanism of cooperative behavior of disks
falling in a low-density particle bed, Adv. Powder Technol. 31 (4) (2020) 1381-1390.

[84] D.W. T. Aste , The Pursuit of Perfect Packing, IOP Publishing Ltd, 2000.



[85] O. Carvente, G.G. Peraza-Mues, J.M. Salazar, J.C. Ruiz-Suárez, Self-assembling of
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