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Resumen

“Dinamica de tres sistemas granulares magnéticos”
Autor: Yesica Yazmin Escobar Ortega

En esta tesis exploramos la dindmica de conglomerados macroscépicos de particulas
con interacciones magnéticas. Se estudian tres sistemas granulares que exhiben compor-
tamiento tipo sélido, liquido o gaseoso. Para el caso sélido, estudiamos las propiedades
mecanicas de arreglos cristalinos de esferas magnéticas ante la aplicacion de esfuerzos
de tensién, flexién y torsién, encontrando que la presencia de interacciones magnéticas
da estabilidad a las estructuras y ademas, la dureza y elasticidad depende del tipo
estructura asi como del tipo de esfuerzo aplicado. Para el sistema fluido, analizamos
el impacto y penetracion de proyectiles en un sistema bidimensional de cilindros
magnéticos con interaccién repulsiva, infiriendo que su comportamiento se asemeja a un
fluido viscoelastico. Finalmente, se presentan las perspectivas de investigacion sobre la
dindmica de un gas granular vibrado verticalmente. Para los primeros dos sistemas aqui
reportados, la dindmica observada en los experimentos es analizada tedricamente y com-
parada con resultados de simulaciones numéricas, lo cual es un estudio completo de ambos.
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Introduccion

“También yo soy un imdn: las corrientes biologicas de mi cuerpo engendran en derredor
un fantdstico dibujo pulsativo de lineas de fuerza magnéticas”.
V.P. Kartsev

El interés y estudio en los imanes tiene mas de tres mil afios en la historia, pero fue
hasta inicios de 1800 que se lograron construir imanes artificiales [1]. En las diferentes
épocas se trataron de usar y descubrir sus misterios, de hecho hay modelos teéricos que
pretenden explicar a nivel molecular qué es un iman y ain en este momento no se tiene
un modelo definitivo y satisfactorio entre la comunidad cientifica. El salto importante
en el estudio de los imanes surgié con las ecuaciones de Maxwell, las cuales podemos
decir son uno de los maximos logros del intelecto humano en el estudio de los sistemas
electromagnéticos, en especial de los imanes y sus interacciones. Ademas, se han realizado
grandes avances en la tecnologia usando imanes. A pesar de los avances indudables en
la comprensién y aplicacién de los sistemas con interaccion magnética, a cada momento
surgen nuevos problemas y, como veremos en esta tesis hay algunos sistemas que aunque
pueden ser relativamente simples no se han estudiado a profundidad.

Como objetivo de esta tesis doctoral nos propusimos realizar el estudio de imanes
macroscopicos modelados como un sistema granular. Como sabemos, los sistemas
granulares han sido ampliamente estudiados en los ultimos anos [2]. Algunas de sus
aplicaciones practicas son el almacenamiento y transporte de granos, sin embargo, existen
sistemas granulares con propiedades magnéticas que son de interés en diversos campos de
aplicacién como la ingenieria de fluidos o bioingenieria, donde por ejemplo, se trabaja en
el desarrollo de sistemas magnéticos para administrar farmacos [3]. Dada su importancia
préactica, estos sistemas se encuentran en permanente estudio. Debido a la presencia de
campos magnéticos en este tipo de sistemas granulares, la dindmica que exhiben bajo
diferentes condiciones es muy rica y diferente a la que se encuentra en la materia granular
convencional, por lo tanto, presenta un reto en la investigaciéon actual la modelacion
de estos sistemas. Un sistema granular magnético macroscépico permitiria entender y
modelar estructuras nanométricas o bien construir marcadores en sistemas biolégicos
[4, 5]. Ademas es posible intuir que los sistemas magnéticos altamente repulsivos plantean
un reto en su comprensioén y caracterizacion [6].

El objetivo principal de esta tesis es investigar bajo ciertas condiciones experimentales
sistemas granulares donde las interaccionas magnéticas son muy importantes. Primero,

nos planteamos investigar su respuesta mecdnica ante la aplicacion de fuerzas externas.
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XII Introduccion

Después, pensamos en la posibilidad de generar un medio granular magnético donde se
suprimieran las colisiones entre granos. Nos dimos a la tarea de disenar los experimentos
vy buscar los medios materiales para realizarlos. Esta investigacién se llevé a cabo en el
laboratorio de materia granular y fluidos (GrainsLab) del Insituto de Fiisca Ing. Luis
Rivera Terrazas de la BUAP.

En este documento de tesis, presentamos la dindmica de medios granulares magnéticos,
los cuales, bajo determinadas condiciones experimentales, se pueden caracterizar como un
sélido, liquido o gas. Por ejemplo, en la materia granular comun, un apilamiento de arena
en reposo se considera como un sélido, ya que los granos se mantienen en reposo a pesar
de que las fuerzas gravitacionales generen cadenas de esfuerzo en su superficie. Pero, si
el dngulo de apilamiento de granos excede cierto valor critico, las capas superficiales del
apilamiento fluyen como si fuera un liquido. Otro ejemplo de fluidizacién es la descarga de
granos a través de silos. Ademads si estos granos son vibrados o agitados, pueden presentar
dindmicas similares a un gas [7]. De manera andloga, podemos encontrar este tipo de
comportamientos en la materia granular magnética investigada en este trabajo, donde
las condiciones experimentales generan dindmicas similares a los estados previamente
mencionados.

Nos enfocamos en el estudio de tres sistemas experimentales formados por particulas
magnéticas (imanes permanentes) sometidos a diversas condiciones. Estos sistemas
son una propuesta original y no han sido reportados previamente en la literatura. Los
resultados de nuestra investigacién son una aportacién al estudio de la materia granular
magnética, cuyo campo de aplicacion es de interés en diversas area de la investigacion.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 hacemos una revisién de
las propiedades de la materia granular convencional y la materia granular magnética,
poniendo enfésis en las dindmicas reportadas en medios granulares magnéticos, y en
particular en la modelacion tedrica de este tipo de sistemas, lo cual representa la base del
entendimiento de nuestro objeto de estudio.

En el Capitulo 2, presentamos el estudio de las propiedades mecanicas de estructuras
formadas por esferas magnéticas. Como sabemos, una forma de analizar un objeto es por
medio de una prueba mecédnica. Estas pruebas consisten en la medicién de las fuerzas
de tensién, flexién y torsién para determinar sus caracteristicas mecénicas (elasticidad
y rigidez). Encontramos una clara diferencia entre los tipos de ensamble evaluados y
caracterizamos los resultados en funcién de la longitud de deformacién de la estructura o
bien del dngulo de torsiéon. Encontramos que las interacciones magnéticas dan estabilidad
a las estructuras (ciubicas y hexagonales). Ademds, proponemos una estructura hibrida
cuya respuesta a la deformacion es una combinacién de rigidez y elasticidad.

Por otra parte, se sabe que un método para caracterizar medios granulares cuan-
titativamente es midiendo la fuerza que resiste el sistema al impacto y penetracion de
un objeto (a veces llamado intruso o proyectil). Los datos obtenidos deben analizarse
en términos de velocidad y profundidad de penetracion y con ello obtener una ecuacion
para la fuerza de arrastre que nos permita caracterizarlo. La fuerza de arrastre puede
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dar ciertas propiedades no solo de la materia granular, sino también de fluidos simples,
o bien, otros tipos de materia blanda, como son los materiales viscoelasticos. Este tépico
corresponde con nuestro objeto de estudio en el Capitulo 3, donde caracterizamos un
medio granular magnético con interacciones repulsivas (no hay contacto entre la superficie
de las particulas) y su respuesta ante el impacto y penetracién de un intruso. Cabe
resaltar que por primera vez, una interaccién de largo alcance entre el intruso y la
cama granular se estudia y analiza sistematicamente. Encontramos que la dindmica de
penetracion bajo ciertas condiciones es similar al impacto de un proyectil en un fluido
miscelar viscoeldstico [8, 9]. Las interacciones reportadas en nuestro estudio pueden ser
ilustrativas para describir dinamicas complejas.

Tener un sistema experimental donde no hay contacto entre las particulas como
ocurre en la materia granular comin, nos permite explorar ciertas dindmicas por medio
de la inyeccién continua de energia. En el Capitulo 4, presentamos las perspectivas
de investigacion y los resultados experimentales preliminares de un medio granular
bidimensional repulsivo vibrado verticalmente, de tal modo que exhibe una variedad de
dindmicas que son discutidas y comparadas con los estados dindmicos reportados en
materia granular convencional vibrada verticalmente. Consideramos que este sistema da
posibilidad a un tema de investigacién mas amplio, cuyas herramientas tedricas y disefnio
experimental presentan un reto de estudio.

Para concluir, se presenta un resumen de los resultados y aportaciones de esta tesis
doctoral, asi como las publicaciones logradas. Los apéndices muestran calculos comple-
mentarios y de importancia en este trabajo.






Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo, presentamos una revisién de las propiedades de la materia granular
“convencional” o comun, que es aquella donde se presentan fuerzas de contacto entre las
particulas que la conforman. Después, comparamos dichas propiedades con la materia
granular magnética, donde puede o no haber contacto, pero su caracteristica principal es
ademas de los aspectos granulares la presencia de fuerzas de interaccion magnética.

1.1. Materia granular “convencional”

La materia granular se define como una coleccién de particulas macroscépicas que
interactuan disipativamente, en estos sistemas las fluctuaciones térmicas no son relevantes
[10]. Los medios granulares se encuentran en la naturaleza y la vida cotidiana (por
ejemplo: alimentos, medicamentos, arena, sistemas planetarios, etc.) y por ello, su
estudio es de interés practico en muchos campos de la investigacién y aplicaciéon. Sus
caracteristicas permiten que la materia granular exhiba cierto tipo de propiedades que
discutiremos a continuacion.

Para modelar un sistema granular es necesario tomar en cuenta diversos factores
como: distribucién del tamano de los granos, forma, material del que estdn compuestos,
efectos del fluido intersticial que los contiene, propiedades electromégneticas o presencia
de campos externos. Esto hace que cada sistema granular presente dinamicas particulares.
A pesar de que cada grano que compone la materia granular es un sélido, en conjunto,
los granos pueden comportarse como un material en estado sélido o fluido, dependiendo
de la energia de los granos. Usualmente, se distiguen tres estados dindmicos en la materia
granular, caracterizados principalmente por la longitud de camino libre medio entre
particulas: sélido, liquido y gas. Para el estudio de los medios sélidos se ha recurrido al
uso de las teorias de mecanica y elasticidad, mientras que para el caso fluido, la hidro-
dindmica es una buena aproximacién. Sin embargo, aun se trabaja en el desarrollo de
una mecanica granular apropiada y un posible paso hacia este objetivo es la comparacion
de la fenomenologia granular con los resultados de las teorias de la mecdnica de medios
viscosos, eldstico o visco-plasticos [2, 11, 12].

Una de las propiedades que caracterizan a los medios granulares estaticos es el dngulo



Antecedentes
1.1 Materia granular “convencional”

de reposo, determinado por medio del criterio de falla de Coulomb. Esta falla ocurre
cuando el esfuerzo cortante en un sistema granular formado por el apilamiento de granos,
excede el esfuerzo normal que hay entre ellos [10]. Por ejemplo, cuando granos de arena
se vierten lentamente sobre una superficie, ellos se acumulan hasta que el dngulo de
apilamiento alcanza un angulo critico y, cuando este dngulo es excedido se produce una
avalancha en la superficie que relaja el sistema hasta alcanzar el estado estatico, es decir,
cuando la suma de fuerzas sobre cada uno de los granos es igual a cero. La friccién
granular en estado cuasiestatico es mas complicada de caracterizar que en estado fluido.
Para sistemas granulares diluidos, las colisiones ineldsticas son la fuente principal de
disipacién de energia.

Otra propiedad importante en la materia granular estética es el efecto Janssen. El cual
describe la saturacién de la presién en una columna granular soportada por una pared
lateral[13, 14]. Como se ha mencionado, para que un grano se encuentre en equilibrio, su
peso debe equilibrarse con la fuerza normal y la friccién con los granos vecinos, es decir, un
grano debe ser sostenido por los granos que se encuentran debajo de él hasta alcanzar el
fondo o las paredes del recipiente. Esta sucesién de fuerzas internas granulares se conocen
como cadenas de esfuerzo. Experimentalmente, las fuerzas de contacto intergranular se
han cuantificado mediante el uso de discos fotoeldsticos [15]. En la figura 1.1 se presenta
una imagen de la estructura en la tensién visualizada por estos discos. Ambas imégenes
muestran discos fotoeldsticos apilados dentro de una celda vertical que confina los granos
entre paredes frontales y laterales, dicha celda se conoce como Hele Shaw. Mediante el
andlisis de imdgenes, se pueden calcular las fuerzas de contacto normales y tangenciales
[15]. Una comparacién entre los resultados experimentales y los resultados de simulaciones
por computadora se presenta en la figura 1.1. Notemos que debido a que las cadenas
de fuerza son producidas por el propio peso de los granos, los discos de la regiéon mas
profunda del contenedor se encuentran altamente estresados (méds brillantes) debido al
efecto hidrostatico.

Figura 1.1: Caracterizacién con discos fotoeldsticos de las fuerzas de contacto entre granos. a) Se muestra
el resultado experimental y b) las simulaciones correspondientes. Figura tomada de [15].

Un tépico muy estudiado en materiales granulares debido a su importancia en procesos
de produccién de la industria y la agricultura, es la descarga de granos de un silo. En la
literatura se ha reportado que la razén de flujo de masa @ estd dado por las fuerzas de
contacto entre los granos

Q = Cpy/g (D — kd)*? (1.1)

esta ecuacién se conoce como ley de Beverloo [16], donde D es el didmetro de apertura
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del silo, d el didmetro del grano, C' y k son parametros de ajuste que se relacionan con
la friccién y la forma del grano, p la densidad de bulto y g la aceleracién de la gravedad.
También se ha observado que durante la descarga, el flujo se interrumpe debido a la
formacién de un arco en la salida del silo que provoca una rapida disipacién de toda la
energfa cinética dentro el sistema [17, 18].

Las propiedades mencionadas anteriormente son sélo algunas de las que se conocen en
medios granulares, sin embargo, permiten darnos una idea de la cantidad de comporta-
mientos peculiares que se presentan en la materia granular donde las fuerzas de contacto
dominan la dindmica.

Los medios granulares investigados en esta tesis, presentan una caracteristica adicio-
nal a las mencionadas en parrafos anteriores: interacciones magnéticas. Sabemos que en la
naturaleza, diversos sistemas con propiedades magnéticas que presentan respuestas ante
la aplicacion de campos externos. Por ejemplo, las tortugas y algunas aves migratorias
se desplazan orientandose por medio del campo magnético terrestre. Ademads, experimen-
talmente se han investigado fluidos ferromagnéticos y su respuesta ante la presencia de
campos magnéticos [19]. Por ello, los materiales granulares magnéticos presentan una
fuente de motivacién para nuestro trabajo, lo cual nos ha llevado a caracterizarlos bajo
condiciones experimentales que no habian sido reportadas.

1.2. Materia granular magnética

Los materiales magnéticos se pueden clasificar en las siguientes categorias: diamagnéti-
cos, paramagnéticos, ferromagnéticos, antiferromagnéticos y ferrimagnéticos. Cada uno se
caracteriza por el momento magnético neto que poseen [20], ver figura 1.2. Los materia-
les diamagnéticos no tienen momento magnético neto, cuando son sometidos a un campo
externo, las corrientes atémicas generadas dan lugar a una magnetizacién que se opone al
campo (el bismuto es un ejemplo de material diamagnético).

ey g
N

Paramagnético Ferromagnético

-« -« -« - - -

— > — > ——

<+ 4 44— - - -
Antiferromagnético Ferrimagnético

Figura 1.2: Clasificacién de los materiales magnéticos. Las flechas representan los momentos dipolares
magnéticos.

Los materiales paramagnéticos tienen momento magnético neto, pero el acoplamiento
entre los momentos magnéticos de sus vecinos es débil. Estos momentos tienden a alinearse
cuando se aplica un campo, pero el grado de alineacién disminuye a altas temperaturas
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debido a los efectos aleatorios de la agitacién térmica.

Los materiales ferromagnéticos tienen momento magnético neto y el acoplamiento
entre los momentos magnéticos de sus vecinos es fuerte. Estos acoplamientos dan lugar
a alineaciones espontaneas de los momentos en regiones macroscopicas llamadas dominios.

Finalmente, en los materiales antiferromagnéticos y ferrimagnéticos, los momentos
magnéticos entre vecinos se orientan con direcciones antiparalelas. En los materiales
antiferromagnéticos, las magnitudes de los momentos vecinos son iguales y por tanto,
no hay un momento magnético neto. Mientras que en los materiales ferrimagnéticos, los
momentos vecinos son desiguales y hay un momento magnético neto.

En esta tesis, nos enfocamos en el uso de materiales ferromagnéticos, los cuales tienen
un momento magnético neto y presentan un fuerte acoplamiento entre los momentos
dipolares vecinos [20]. Comunmente, este tipo de materiales, se conocen como materiales
magnéticos duros o imanes permanentes. Los imanes permanentes se pueden encontrar
en una gran variedad de equipos que van desde productos de consumo hasta maquinaria
industrial y aparatos de investigacién. Por ejemplo, los equipos de audio y/o video,
computadoras personales, impresoras, fotocopiadoras, automdviles, electrodomésticos,
herramientas eléctricas, motores y generadores electromagnéticos industriales y diversos
aparatos biomédicos. Una ventaja fundamental de los imanes permantes es que pueden
generar un campo magnético relativamente fuerte sobre una regién espacial extendida
durante un periodo de tiempo indefinido sin gasto de energia. Ademds, el campo que
proporcionan es constante. Otra ventaja de los imanes permanentes es que se pueden
fabricar con una amplia gama de propiedades estructurales, formas geométricas y patrones
de magnetizacién. También son relativamente econémicos por unidad, dependiendo del
material utilizado. En los sistemas granulares reportados en esta tesis, usamos tinicamente
imanes permanentes esféricos y cilindricos de neodimio-hierro-boro (NdFeB). Estos
imanes permanentes fueron fabricados y puestos a la venta al piblico a principios de la
década de 1980 como una opcién rentable ante los imanes de samario-cobalto, que eran
mas costosos y menos abundantes.

En la literatura se ha reportado la dinamica experimental y por simulacién de este
tipo de materiales magnéticos bajo condiciones muy particulares. En [21, 22] se inves-
tigaron estructuras formadas por esferas magnéticas y los criterios de estabilidad para
obtener estados de energia magnética minima. Recientemente, diferentes configuraciones
obtenidas con arreglos de esferas duras dipolares fueron reportadas en trabajos teéricos,
tales resultados muestran que las transiciones sélido-solido que ocurren a temperatura
cero en sistemas dipolares pueden ser de importancia en sistemas relacionados de materia
blanda o molecular [23]. Ademé&s en algunos trabajos se ha reportado la dindmica de
configuraciones lineales de cadenas verticales coaxiales de esferas magnetizadas bajo
la influencia de la gravedad utilizando andlisis de estabilidad [24] o bien, mediante
aproximaciones Lagrangianas en el estudio de cadenas lineales de imanes de neodimio
cilindricos [25]. En [26] se estudiaron esferas diamagéticas sobre un plano conductor
diamagnético horizontal y la dindamica de rebote generada por las interacciones de
los momentos dipolares. Un resultado para ampliar el conocimiento general sobre los
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materiales granulares es el estudio de la descarga en un silo bidimensional de granos
magnéticos que se repelen entre si [27, 6]. Como vimos en la seccién anterior, la velocidad
de flujo del material estd determinada por las fuerzas de contacto entre los granos. Sin
embargo, en un sistema granular repulsivo tenemos un sistema granular no convencional
donde no hay contacto entre particulas. Se ha reportado que la dependencia de la
velocidad de flujo sigue aproximadamente la ley de potencia reportada en granos donde
hay colisiones cuerpo-cuerpo, ecuacién (1.1), pero los perfiles de densidad y velocidad
durante la descarga son totalmente diferentes. Asi como la presencia de obstrucciones
durante la descarga que favorece la formacién de arcos. Desde el punto de vista compu-
tacional, también se han tenido avances importantes en la investigacion y modelacion
de sistemas formados por particulas magnéticas con diversas formas geométricas in-
mersas en fluidos y su respuesta ante la aplicacién de campos externos y flujos de corte [28].

1.2.1. Modelo de carga

El estudio tedrico de los imanes permanentes se hace a partir de las ecuaciones de Max-
well, llamadas para este caso teoria magnetostatica. Dichas ecuaciones en forma diferencial
se expresan Como

V x

. (1.2)

Lo,
I

0
0

con H la intensidad de campo magnético (A/m), B la densidad de flujo magnético (T)y
J la densidad de corriente libre (A/m?). O bien en su forma integral

fﬁ-dfzo
C
fé-dg 0
C

En la teoria magnética el dipolo magnético es la unidad fundamental. Este se puede
considerar como un par de polos magnéticos muy separados o equivalentemente como un
circuito de corriente, ver figura 1.3.

(1.3)

(@ =0

Figura 1.3: Dipolos magnéticos: a) modelo de carga magnética y campo ﬁ; y b) modelo de circuito de
corriente y campo B.
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La magnetizacién M se mide como el momento magnético dipolar neto por unidad de
volumen
m;

- LD
M= 1 C
mlfgo A

(1.4)

donde ), 7i; es la suma vectorial de los momentos dipolares contenidos en el elemento de
volumen AV. Si el dipolo magnético es sujeto a un campo externo B, este adquiere una
energia (en unidades del sistema SI):

U=-mB (1.5)
y experimenta una torca
F=mxB (1.6)

Ademsés los campos B y H estan relacionados por la ecuacién constitutiva:

5:4m<ﬁ+ﬁﬁ> (1.7)
donde g = 47 x 10~7 T m/A.
De identidades Xectoriales, sabemos que si V X A = 0 entonces A = —V, entonces
podemos expresar H como
H=-Von (1.8)

Usando la relacién constitutiva (1.7), se tiene que

Vi, =V - M (1.9)

En ausencia de superficies fronteras, la solucién de (1.9) se representa en su forma
integral por medio de la funcién de Green G(&, ¥ ) para V2

o (T) = / G(Z,Z)V - M(Z)dv
PR 1.10
L) (1.10)
=—— | =
4 | T — & |

donde Z es el punto de observacién, 7 esel punto fuente, \vA opera sobre las coordenadas
primadas y la integraciéon se hace sobre el volumen donde hay magnetizacién. Si M se
confina en un volumen V con permeabilidad pg y cae abruptamente a 0 fuera de este
volumen, entonces (1.10) se reescribe como

1 (V' -M@). , 1 [MZ)n, .
r) = — ——d — ———d 1.11
en@ = | T Pt i (1.11)

donde S es la superficie que delimita V' y 7 el vector unitario normal a S. Esta ecuacion
sugiere definir las densidades volumétrica y superficial de carga como
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pm:_v'M

. (1.12)
om=M-n

con unidades (A/m?) y (A/m) respectivamente.

Si el iméan esta en el espacio libre y se considera que el medio magnetizado es lineal,
homogéneo e istrépico, tenemos = pgy B = pgH, entonces de (1.8) y (1.11) se encuentra
que

S b0 [ pm(@ )@ - T)

5@ o [o@)E-7)

= Ry + 2 s 1.13
Ame Jy, | Z-T P A Jo | Z-2" 3 (1.13)

Con este andlisis se obtiene bajo estas condiciones que el campo en un punto & debido
a una carga Qn(7) en @ es

S _ 10 Qu(E)(F - )
B(Z) = — 1.14
= 17-7 P 1
donde
Qm(Z) = pm(Z)AV  carga volumétrica (1.15)
o
Qum(Z) = om(Z)AA  carga superficial (1.16)

aqui AV y AA son los elementos de volumen y drea que contienen p,,(Z) y om(Z)
respectivamente. La ecuacién (1.14) nos da la intensidad de flujo magnético en térmi-
nos de una carga magnética, éste es el resultado sobresaliente del llamado modelo de carga.

A continuacién presentamos el andlisis para el calculo de la energia, fuerzas y torcas
magnéticas entre dos objetos uniformemente magnetizados utilizando el modelo de carga
[20]. En este modelo, las interacciones son idénticas a las que ocurren entre dos dipolos
magnéticos puntuales a la misma distancia y con las mismas orientaciones magnéticas
que los cuerpos magnéticos [29]. Estos resultados son de suma importancia para las
aproximaciones numéricas de los capitulos 2 y 3.

Consideremos dos imanes permanentes de forma arbitaria. Si cada imén tiene un
momento dipolar diferente de cero, los momentos dipolares de estos imanes dominaran
sus interacciones a distancias mayores que sus dimensiones y cada imén puede ser
tratado como un dipolo magnético puntual [30], ver Apéndice A. Por ejemplo, una esfera
uniformemente magnetizada produce un campo magnético idéntico a su campo dipolar,
no solo a grandes distancias, sino en todos los puntos fuera de la esfera. Por lo tanto, es
natural preguntarse si las fuerzas y torcas entre dos esferas uniformemente magnetizadas
son idénticas a aquellas entre dos dipolos puntuales, independientemente de su separacion.
Este resultado tiene aplicaciones practicas, por ejemplo, los campos dipolares y fuerzas
han sido utilizados para aproximar las interacciones entre ensambles de nanoparticulas
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esféricas [31] y microesferas magnéticas [32].

En la literatura se ha reportado el estudio de la fuerza entre dos esferas uniformemente
magnetizadas en el limite de tres geometrias: (i) para magnetizaciones que son perpendi-
culares a la linea que une los centros de la esferas [33], (ii) para magnetizaciones paralelas
que hacen un dngulo arbitrario con esta linea [34] y (iii) para configuraciones con una
magnetizacién paralela a esta linea y la otra en una direccién arbitraria [29]. Estos tres
célculos reproducen fuerzas que son idénticas a las fuerzas entre dos dipolos magnéticos
puntuales. Los célculos presentados aqui se basan en argumentos de simetria simples
y son para esferas de tamano, posiciones, magnetizaciones y orientaciones magnéticas
arbitrarias.

El campo magnético en la posicién 7 producido por un dipolo puntual m localizado en
el origen estd dado por (1.14) [35]

C Arx rd

_, 3Im-r T
B (m, ) = L2 < o ’”-ZE) (1.17)

para r =| 7 |. Este campo puede ser obtenido del potencial escalar

Lo Mom-T
go(m,r) = E r3 (118)
ya que
B (m,7) = -V (7) (1.19)

Debido a que V-B= 0, el potencial escalar ¢ satisface la ecuacién de Laplace

Vip=0 (1.20)

Consideremos dos dipolos, m1 y mia, localizados en la posicién 7] y 7. De la ecuacién
(1.17), el campo producido por el dipolo m; es

B, (%) = B (i, 7 — 7) (1.21)

donde i = 1,2 y ¥ — 7; es el vector de posiciéon relativa del dipolo m;, ver figura 1.4 con
i =1y j = 2. De acuerdo a esto, el campo de 1m;, evaluado en la posicién de m; es

o (T
B; (Tj) — #TU _ 732 (122)
41 T’L'j T’L']'

donde 7j; = r; — 7 es la posicién relativa entre m; y mi;, y rij =| 5 — 7
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Figura 1.4: Diagrama de dos esferas uniformemente magnetizadas con posiciones 71 y 72, radios a1 y az,
magnetizaciones M, y M, y fuerzas magnéticas no centrales Fy vy F,. Se muestra también un vector de
posicién arbitraria 7y vectores de posicién relativa 7 — 7, ¥ — 7"2 y rm = 12 — 1. Este diagrama también
es valido para fuerzas entre dos dipolos puntuales si las esferas M, y Ms son reemplazadas por dipolos 1711
y miz en las mismas posiciones.

La interaccién de energia entre m7; y el campo magnético de m; estd dado por

Us; = —mm; - Bi (7)) (1.23)

Sustituyendo la ecuacién (1.22) en esta expresién obtenemos

Ho | 17 - 1T _S(mrﬁ-j) (- 7;)

U.. — 1.24
Y An T?j T?j ( )

Ademas, la fuerza de m; sobre 71; se sigue de
Fyj = —V,Uy (1.25)

donde V; es el gradiente respecto a ;. Haciendo uso de la ecuacién (1.24), se obtiene

N 30 W o o N . L M -7 (M - 7
By = 2% | (g - %) 1ty + (it - %) o g g — 5 ”)2( ’ ”)m

47r7“f’j T

(1.26)
Los primeros dos términos en el paréntesis cuadrado son paralelos a m; y mi; respectiva-
mente. Por consiguiente, F;-j es no central, esto significa que en general no es paralelo al
vector 7 entre los dipolos.

Debido a la simetria entre i y j, de las ecuaciones (1.24) y (1.26) se tiene

Uji = Uij (1-27)

Fji = -F; (1.28)
implicando que la tercera ley de Newton se aplica a la fuerza magnética entre dipolos
magnéticos puntuales, y asegurando que el momento lineal se conserva en un sistema
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aislado formado de dipolos.

A continuacién damos una demostracién involucrando la tercera ley de Newton, mos-
tramos que la fuerza entre dos esferas con magnetizaciones uniformes M 1y Mg es idéntica
a la fuerza entre dos dipolos puntuales con sus momentos magnéticos correspondientes 1
y mo localizados en las mismas posiciones y con las mismas orientaciones magnéticas que
las esferas. En figura 1.5(a) ﬁlg representa la fuerza del dipolo 11 sobre el dipolo ms.
Esta fuerza es produ(nda por el campo By del dipolo 7i1. En la figura 1.5(b), la esfera
M1 produce el campo 31 y por tanto eJerce la mlsma fuerza F12 sobre el dipolo mg Por
tercera ley de Newton, figura 1.5(c ) F21 = —F12 del dipolo 1y sobre la esfera M1 Esta
fuerza es producida por el campo By del dipolo mio. La esfera 2, como se muestra en la
ﬁgura 1.5(d) produce el campo B, y por tanto ejerce la misma fuerza Fyy sobre la esfera
M1 Flnalmente aplicando la tercera ley de Newton se muestra que la fuerza F12 = —F21
de la esfera M1 sobre la esfera M2 es idéntica a la fuerza del dipolo 1711 sobre el dipolo 1o,
figura 1.5(e).

(©)

7, i,
(d)

10
(e

@ A

Figura 1.5: Diagrama ilustrando los cinco pasos del argumento con tercera ley de Newton para mostrar
que la fuerza entre dos esferas uniformemente magnetizadas es idéntica a la fuerza entre dos dipolos
puntuales.

Analizaremos ahora la torca de ni; sobre 1, la cual tiene dos contribuciones [36],

10
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7‘-;]. — 7‘-;? + 7‘—;? (1.29)

El primer término surge del hecho que 1 reside en el campo de 1m;, el cual estd dado por:

7y = 1y x Bi (7)) (1.30)

La suma de pares de torcas (derivado de los dipolos que residen en los campos del otro)

A = 3o o Lo o W N o o
7'1142 + 7’2141 = # [(m1 . ?”12) 9 X 1192 + (mQ . 7"12) my X 7'12] (1.31)
12

en general, es diferente de cero. Por tanto a diferencia de los pares de fuerzas Fio y Fb1,
los pares de torcas F{% y ?ﬁ en general, no son iguales ni opuetos. La segunda contribucién
a la torca, surge de la fuerza de m; sobre m;

7B =7 x F (1.32)

y debido a que F;-j es no central, la suma

7+ 7 = 12 x Fig (1.33)

en general, también es diferente de cero. Las ecuaciones (1.31) y (1.32) revelan que la torca
neta sobre un par aislado de dipolos desparace idénticamente.

A+ +7E+7E =0 (1.34)

La torca suministrada por 7{3 y 75} cancela la torca generada por 73 y 75, y el momento
angular es conservado. Por esto, un sistema aislado dipolo-dipolo no rota espontanea-
mente y no hay intercambio entre el momento mecanico y electromagnético. Asi, la torca
asociada con la fuerza sobre una esfera uniformemente magnetizada en el campo de un
dipolo es la misma que la torca sobre el correspondiente dipolo puntual. Estos resultados
aseguran que la torca neta sobre un sistema aislado de dos esferas es cero como se ha visto
para los dipolos puntuales. Todos los calculos anteriores también son validos para el caso
de cilindros magnéticos [20], por ello el modelo de carga serda ampliamente ocupado en este
trabajo. Lo anterior, es una aproximacion razonable pero inexacta ya que no tenemos ga-
rantia de que nuestros imanes satisfagan las caracteristicas completas del modelo de carga.

1.2.2. Lineas de campo

Finalmente, presentamos un modelo visual bidimensional para representar las lineas
de campo magnéticas presentes en nuestros sistemas de estudio, figura 1.6, donde hemos
simulado numéricamente por medio del uso de un programa en Fortran y usando el modelo
de carga, la fuerza de interaccion entre los imanes permanentes representados como cargas
puntuales en diferentes configuraciones, las cudles se presentardan en nuestros sistemas
granulares estudiados.

11
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Figura 1.6: Lineas de campo magnéticas y curvas equipotenciales generadas por la interaccién de imanes
permanentes usando el modelo de carga. (a) Configuracién para una capa con cinco imanes colineales y
(b) ocho imanes con tendencia a la formacién de doble capa.
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Figura 1.7: a) proyectil bidimensional y b) celda con paredes repulsivas.

Las configuraciones de las figuras 1.6 y 1.7 representan algunos de los modelos ex-
perimentales estudiados en este proyecto y los cudles seran discutidos en los siguientes
capitulos.
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Capitulo 2
Solido granular magnético

En esta seccién se presentan los resultados experimentales y por simulacién obtenidos
en el estudio de las propiedades mecanicas de ensambles de esferas magnéticas, llamados
aqui magnetocristales. Tales ensambles corresponden a estructuras cubicas (cP), hexago-
nales (Hx) e hibridas (cP-Hx), sometidas a fuerzas externas de tension, flexion y torsion.
Los magnetocristales poseen geometria isotrépica pero debido a las interacciones dipolares
se producen anisotropias en su estructura que modifican la estabilidad y la respuesta de
su configuracién ante la aplicacién de un esfuerzo.

2.1. Antecedentes

El estudio de nanoparticulas que se autoensamblan magnéticamente ha generado re-
ciente interés en la investigacion de las interacciones que ocurren en este tipo de estructuras
magéticas. Por ejemplo, el estudio de ensambles tipo cadena, ha motivado la investigacion
de la dindmica de bacterias magnetotacticas [4], en donde comprender el origen de la an-
isotropia magnética en un conjunto de nanocristales magnéticos alineados representa un
desafio importante en el campo de la nanotecnologia. Dentro de estas bacterias bioldgicas,
cristales de magnetita (Fe3O4) con forma de cubo o de octaedro se dispone en filas pa-
ralelas al eje longitudinal de la célula (magnetosomas) y se organizan como un solo imén
capaz de orientar el organismo completo en presencia de campos geomagnéticos [5], figura
2.1.

Figura 2.1: (a-b) Imégenes de bacterias magnetotacticas obtenidas por medio de microscopio por trans-
misién de electrones. (c¢) Orientaciones cristalograficas de los magnetosomas. Las flechas blancas indican
las orientaciones cristalograficas que siguen la orientacién del campo de deposicién, mientras que las flechas
negras se usan cuando las orientaciones no siguen esta direccién. Imagénes obtenidas de [4].
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Solido granular magnético
2.1 Antecedentes

Las nanoparticulas magnéticas pueden formar estructuras con propiedades mecanicas
interesantes que son de interés para la fabricacién de dispositivos electrénicos. Por ejem-
plo, la aplicacién de discos magnéticos de tamano milimétrico en interfaces liquido-aire
para producir patrones hidrodindmicos [37], o bien, en el estudio de procesos de auto-
emsamblado en estructuras cristalinas de ribosomas, nanofibras y peliculas delgadas [38].
También, se han investigado los efectos de las interacciones dipolares en arreglos hexagona-
les 2D de esferas huecas de tamano nanométrico mediante simulacién micromagnética en
diferentes tipos de materiales [39]. Ademads, recientemente ha tenido relevancia el estudio
experimental [40, 41, 42] y por simulacién [3] de coloides magnéticos, los cuales pueden ser
sintetizados en una gran variedad de formas, por ejemplo, el uso de particulas cibicas de
hematita del tamafio de micras con recubrimientos de silica, las cuales, bajo ciertas con-
diciones se auto-organizan en cristales con simetria ctibica que dan lugar a la nucleacion
y crecimiento del cristal, figura 2.2.

Figura 2.2: Autoensamblaje en cristales ctibicos de hematita. La presién osmética ejercida por el polimero
favorece el contacto entre los cristales ctibicos de hematita. Imdgenes obtenidas de [41].
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Figura 2.3: Modelacién de particulas magnéticas: (a) particula esférica con un momento dipolar magnéti-
co en el centro de la particula, (b) particula esfero-cilindrica con cargas magnéticas norte y sur en ambas
hemiesferas y (c¢) particula tipo disco con momento dipolar magnético en el centro. Imdgenes obtenidas de
(3]
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Mientras que por el lado computacional, se han modelado particulas magnéticas
esféricas, esferocilindricas y tipo disco, figura 2.3; y se ha analizado el comportamiento
microscépico de estas particulas magnéticas en un campo magnético aplicado asi como
su respuesta ante flujos de corte generados por la aplicacién de una fuerza transversal
que da como resultado la variacién de los esfuerzos normales del medio, usando dindmica
browniana y el método llamado lattice Boltzmann [28]. Esto abre la posiblidad de
controlar este tipo de materia suave por medio de campos magnéticos externos, lo
cual los hace ideales para una amplia gama de aplicaciones, desde su uso como sondas
micro-reoldgicas para inferir las propiedades viscoeldsticas de fluidos complejos hasta su
implementacién como sistemas activos en dispositivos microfluidicos o bien en operaciones
precisas de administracién de firmacos de una sola particula [43]. A escala macroscépica,
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se han aplicado cadenas granulares magnéticas para modular las fuerzas de contacto que
se observan normalmente en estructuras granulares no homogéneas y estudiar la velocidad
de propagacién de senales acusticas [44].

En todos los ejemplos anteriores, el comportamiento del sistema es determinado prin-
cipalmente por la interaccion magnética de sus componentes, la cual debido a su inherente
anisotropia se vuelve un problema engorroso. Estudios recientes se han enfocado en inves-
tigar las interacciones de arreglos nanométricos tipo cadena, esta estructura ha resultado
tener la configuracién maés estable debido a su longitud caracteristica y resistencia a la
flexién [45]. También se ha reportado el estudio tedrico de arreglos de N esferas magnéti-
cas que pueden formar dimeros, trimeros, cadenas y anillos [46]. Para cadenas con mds
de 14 esferas, éstas se apilan en forma de estructuras tubulares. Si estos anillos apilados
son grandes, se generan defectos configuracionales similares a los defectos puntuales en
estructuras cristalinas [47]. Estos estudios con esferas magnéticas se han enfocado en en-
contrar la geometria necesaria para alcanzar la energia magnética minima, este problema
ha sido resuelto para estructuras en una y dos dimensiones [21, 22|, figura 2.4. Pero, para el
caso tres dimensional se mantienen muchas preguntas abiertas que uno se puede plantear
[48], por ejemplo, el andlisis de estabilidad de estas estructuras cuando son sometidas a
esfuerzos a externos no ha sido medido y reportado. Por ello, en este trabajo de investiga-
cién nos planteamos la tarea de disenar experimentos que se pudieran realizar en nuestras
condiciones de laboratorio, para medir la respuesta de diferentes arreglos de imanes ante
la presencia de fuerzas externas. Encontramos que era posible aplicar y medir sistemati-
camente fuerzas de tensién, flexion y torsién sobre cadenas lineales de imanes, ademés de
ir aplicando dichas fuerzas a arreglos de cadenas ensambladas como ldminas y luego con
esas ldminas formar cristales tridimensionales. Al mismo tiempo, se invit6é al experto de
nuestro laboratorio en métodos de simulacién por computadora a realizar las simulaciones
pertinentes, durante este trabajo se fue discutiendo con el colaborador los resultados. Para
las simulaciones, el colaborador hizo uso del modelo de carga, ademés se adecuaron los
algoritmos numéricos para los ensambles de sistemas magnéticos formados por particulas
que interaccionan como esferas duras con cascara dura y una capa estérica de un didmetro
dado y con cargas magnéticas de signos opuestos, formando un dipolo magnético puntual.
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Figura 2.4: Configuraciones de minima energfa en cadenas magnéticas para 2 < N < 15. Las configuracio-
nes con flechas negras muestran resultados numéricos del célculo de energia, mientras que su configuracién
experimental correspondiente se muestra a la derecha, imagenes obtenidas de [21].
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En el caso de los cristales atémicos, los cuales tienen una configuracion tridimensional,
es importante conocer sus propiedades mecanicas de respuesta (elasticidad, plasticidad,
dureza, fragilidad) ante la aplicacién de una fuerza externa como tensién, compresion,
flexién, corte, torsién o cargas combinadas, asi como su respuesta como funciéon de la
estructura cristalina, lo cual es relevante desde el punto de vista de las aplicaciones.
Por ejemplo, en ingenieria cristalina existen métodos de sintesis para disenar sélidos
mediante la manipulacién de estas estructuras, estas técnicas han sido una herramienta
eficaz para hacer adaptaciones y mejoras en las propiedades fisicoquimicas y mecdanicas
de los sélidos farmacéuticos (cocristales) [49]. Respecto a la respuesta de los materiales
ante la aplicacién de una fuerza externa, se han realizado varias investigaciones para
evaluar si un cristal puede romperse de una manera fragil o si algin flujo pldstico puede
acompanar a la fractura, la cual esta relacionada con el limite elastico de la estructura
hasta llegar a la generacién espontanea de dislocaciones [50, 51, 52]. Llamaremos fractura
ductil cuando la estructura se deforma sin que los granos magnéticos pierdan contacto
y ruptura frdgil cuando se pierde contacto entre los granos una vez que se aplica el esfuerzo.

En esta tesis trabajamos con arreglos magnéticos de imanes esféricos milimétricos a fin
de lograr tener estructuras cristalinas diferentes. Las propiedades mecanicas de estas es-
tructuras magnéticas macroscopicas se analizaron por medio de experimentos de tension,
flexién y torsién y fueron comparados con resultados obtenidos numéricamente usando
simulaciones de dinamica molecular o por minimizacién de energia. Estudiar este tipo de
estructuras es conveniente y sumamente 1til debido a las dificultades que se presentan al
realizar pruebas mecédnicas en sistemas nano o de tamafno microscépico. Especificamente
hemos llevado a cabo el estudio sistematico de los siguientes casos: cadena unidimensional
(1D), cadenas bidimensionales (2D) y arreglos tridimensionales (3D) con diferentes estruc-
turas cristalinas (magnetocristales ctibicos simples (cP), hexagonales (Hx) e hibridos). Es
pertinente comentar que nuestro protocolo experimental se puede aplicar también a otros
arreglos. Sin embargo en esta tesis solo se presentaran y discutiran los casos mencionados.

2.2. Procedimiento experimental

Para los montajes experimentales se ocuparon esferas magnéticas de neodimio
(NdFeB) con didmetro d = 5.00+0.005 mm y remanencia magnética de (1.17, 1.20) T.
La estructura maés simple que se contruye con estas esferas es una cadena lineal con los
dipolos magnéticos de cada esfera alineados en la misma direccién, tal y como se muestra
en la figura 2.5a. Las cadenas 2D se emsamblan mediante el siguiente procedimiento: una
cadena larga se corta en dos segmentos lineales con igual nimero de cuentas y después
se unen lateralmente con sus dipolos apuntando en direcciones opuestas, de esta manera
los segmentos se atraen entre si formando una ldmina cuadrada (cP). Por otro lado, si
los segmentos se acercan lateralmente con sus dipolos apuntando en la misma direccion,
la estructura resultante es una ldmina hexagonal (Hx), ambos tipos de ensambles se
pueden observar en la figura 2.5b. Para construir las estructuras 3D, llamadas aqui
magnetocristales, se ensamblaron laminas 2D (cuadrada o hexagonal) superponiendo
capas de una estructura dada, una encima de la otra. Si las cadenas vecinas tienen
dipolos opuestos, se forman estructuras cubicas (Fig. 2.5¢). Si los dipolos magnéticos
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son paralelos en todas las esferas, la estructura resultante es hexagonal (Fig. 2.5d). Las
capas también se pueden unir con sus dipolos antiparalelos en un plano y paralelos en
el plano perpendicular para dar un cristal cibico-hexagonal (Fig. 2.5e). Siguiendo este
procedimiento, construimos arreglos con el mismo nimero N de cadenas en cada plano,
utilizando un total de N2 cadenas de longitud I > 30d, con Ne¢[2,6]. Cabe mencionar que
el arreglo hexagonal corresponde a la estructura bet (tetragonal centrada en el cuerpo)
de esferas duras dipolares (cuando no estd deformada, es decir, en reposo). Aqui, usamos
la notacion -Hx- en lugar de -bct- para generalizar su uso en el caso de estructuras hibridas.

a) cadena 1D

b) cadenas 2D

Magnetocristales 3D

DDA
Fo t o €t dn o |

c)cP

d) Hx

e) cP-Hx

Figura 2.5: Ensambles de esferas magnéticas: a) cadena lineal, b) ldmina ciibica y hexagonal, c) cristal
ctibico, d) cristal hexagonal y e) cristal hibrido. Las flechas en color negro indican la direccién de los
momentos dipolares.

Para medir la respuesta mecanica de las estructuras magnéticas, se aplicaron esfuerzos
de tensién en las configuraciones 1D y 2D; ademads para las estructuras 3D se analizaron
también las respuestas a esfuerzos externos de flexién y torsion utilizando los tres arreglos
experimentales que se muestran en la Fig. 2.6. En los magnetocristales, la resistencia a la
flexién se midi6 aplicando una carga perpendicular al cristal con los extremos fijos en un
soporte (Fig. 2.6a). La respuesta a la tension en el cristal se obtuvo sometiendo el ensamble
magnético a un esfuerzo tensil con un extremo fijo y tensando desde el otro extremo del
ensamble (ver figura 2.6b). En ambos casos, la fuerza de carga F' se midi6 utilizando un
sensor de fuerza Mark-10 con una resolucién de =0.01 N y una frecuencia de lectura de
10 Hz. El sensor se desplazé con una velocidad v = 0.75 mm/s utilizando un motor paso a
paso en la direccién indicada por la flecha roja en cada caso. Es importante comentar que
se probaron diferentes velocidades del sensor encontrando que a velocidades superiores a la
mencionada el sistema presenta un comportamiento que no se puede reproducir. Es decir
la velocidad 6ptima de trabajo es de 0.75 mm/s, al menos para los sistemas trabajados
en esta tesis. Esto nos permitié medir F' como funcién del tiempo ¢, o equivalentemente,
en funcién de la deformacién Az = vt. Para medir la resistencia a la torsién, se fijé un
extremo del cristal a un medidor de torque Omega HHTQS88 con una resolucion de 0.1
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N-cm y una frecuencia de lectura de 8 Hz, este se giré alrededor de su eje més largo
desde el extremo opuesto utilizando el motor de paso (Fig. 2.6¢). Por medio de estos
procedimientos, determinamos la fuerza de tension F; y la fuerza de flexién F; como
funcién de Az, y el torque 7 como funcién del angulo de giro 6. Los datos de fuerza
se registraron hasta que se presenta la falla en el cristal (ruptura). Los experimentos se
repitieron cinco veces para cada magnetocristal de seccion transversal N x N. En el caso de
arreglos 1D y 2D, solo aplicamos esfuerzo de tensién para medir la resistencia maxima en
cada caso. Como se puede inferir las estructuras que se trabajaron son estables y permiten
realizar experimentos de forma sistemética con condiciones reproducibles y controladas. Es
posible tener otras estructuras estables, sin embargo los objetivos de esta tesis se limitaron
a las estructuras mencionadas.

a) Flexion b) Tension c) Torsion

Figura 2.6: Arreglos experimentales usados para medir la respuesta mecénica de los cristales magnéticos
ante la aplicacién de: flexién, tensién y torsién. Las flechas en color rojo indican la direccién de la fuerza
aplicada.

2.3. Simulaciones numéricas

Simular el movimiento dindmico en tres dimensiones de los materiales granulares
representa un desafio computacional debido a sus propiedades fisicas tinicas. Sin embargo,
es posible incorporar técnicas de sistemas fisicos similares y modelar la materia granular
como una gran coleccion de particulas cuyas fuerzas de contacto siguen ciertas leyes y
donde las particulas representan elementos discretos del material simulado. Por ello, en
colaboracién con miembros del laboratorio de materia granular (GrainsLab) del Instituto
de Fisica (BUAP), se llevaron a cabo simulaciones numéricas en conjunto con las pruebas
experimentales para comparar y extrapolar resultados. Para las cadenas 1D y 2D, se
realizaron simulaciones de dindmica molecular (MD por sus siglas en inglés de Molecular
Dynamics) para determinar la dindmica de las estructuras al aplicar un esfuerzo tensil, as{
como las reorientaciones de los dipolos para cada particula que conforma la cadena. Esta
aproximacion numérica se puede ampliar para las estructuras 3D; dado que la cantidad
de interacciones crece como una potencia de N y dadas las capacidades informaticas,
se implementé un método de minimizacion de energia aleatoria (REM por sus siglas
en inglés, random minimization energy) para el estudio de los magnetocristales 3D. Los
detalles de las simulaciones son adecuaciones a los algoritmos usados y publicados por
Satoh [3], pero no se incluyen en esta tesis por derechos de autor.

En las simulaciones de MD las ecuaciones de movimiento se integran aproximada-
mente. En este trabajo se utilizé el algoritmo de velocidad de Verlet, ver apéndice B.
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Consideramos la atraccion magnética y la fuerza de contacto entre particulas, esta dltima
se aproximé con la ley de contacto de Hertz utilizando el médulo de Young Y = 40 GPa
para el iman de neodimio.

Los imanes permanentes esféricos que forman cada estructura tienen un dipolo
magnético m de magnitud constante igual al valor medido experimentalmente. La fuerza
magnética entre dos esferas magnetizadas uniformemente se asume que satisface la misma
ecuacién que describe la fuerza entre dos dipolos magnéticos puntuales con los mismos
momentos magnéticos ubicados en los centros de las esferas [29], es decir, se asume que
la interaccién iman-iman satisface el modelo de carga. La fuerza ﬁab actuando sobre un
dipolo magnético m, debido al campo magnético de un dipolo my localizado en la posicién
7 se expresa como [53]

Fup = —=VU = V(i - B(1)) (2.1)

donde el campo magnético Benla posicién 7 desde my, estd dado por

B1iy) = 225 (3(0 - )7 — i) (2:2)

por esto, la fuerza esta dada por

= 340

Fab:m[(fxﬁia)Xn_ib—i—(’f’xﬁib)xma—?r‘

Mg - Mp) + DF((F X mg) « (7 X myp))]
(2.3)

donde p es la permeabilidad en el vacio y 7 = 7/|r|. Por otro lado, la aceleracién angular

a(t) fue calculada dividiendo la torca actuando sobre cada iman por su momento de inercia.

La torca sobre m, debido al campo magnético de 1y es

T = M x B(1T) (2.4)
entonces
P = %ma x (1 — 31y - #)7) (2.5)

Las ecuaciones (2.3) y (2.5) fueron usadas para obtener las aceleraciones lineal y
angular @(t) y d(t) a fin de introducirlas en el algoritmo de velocidades de Verlet para
obtener la dindmica. En las simulaciones numeéricas, el sensor se modela como un resorte
que tira de la estructura y también permitia la reorganizacién de la estructura. De la
deformacién de la cadena se obtuvo la resistencia a la tension.

Para el caso 3D, construimos numéricamente estructuras cristalinas equivalentes a las
utilizadas en los experimentos, colocando esferas en arreglos cibicos y hexagonales utili-
zando el programa Mathematica para hacer la visualizacién. Para una estructura cibica,
las orientaciones de los dipolos magnéticos calculados a partir de la técnica de minimiza-
ci6én de energia aleatoria (REM)[54, 55] tienen una configuracién sin direccién preferencial
pero tal que minimiza su energia, como lo indican las flechas negras en la figura 2.7a. Estas
configuraciones dipolares para conjuntos cibicos también se obtuvieron en la Ref. [56] en
donde se han explorado arreglos de cuentas magnéticas a lo largo de cadenas y anillos;
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mostrando que es posible crear defectos mecanicamente estables en los arreglos dipolares.
No obstante, nuestras simulaciones muestran que si se aumenta el niimero de capas en uno

de los ejes del crital, se obtiene una orientacién dipolar preferencial como se muestra en
la Fig. 2.7b.

Figura 2.7: a) Orientaciones dipolares en una estructura cibica de imanes esféricos permanentes. b) Si
se aumenta el nimero de capas en una direccién, los dipolos se reorientan en una direccién. c-d) Ejemplos
de estructuras cP construidas numéricamente y sometidas a flexién y torsién. Para simular la flexién, cada
capa de la estructura se traslada lateralmente manteniendo las extremidades del cristal fijas. La torsion se
simula girando cada capa del cristal (colaboracién GrainsLab).

Numéricamente, simulamos los diferentes tipos de deformacién de los magnetocristales
al desplazar los planos de las esferas magnéticas en una direcciéon deseada y la configuracion
mas estable se obtuvo mediante REM. Este método se ha aplicado anteriormente para
obtener configuraciones estables de cadenas lineales y anillos propuestos en la Ref. [21].
Esta aproximacién consiste en realizar una bisqueda aleatoria de minimizacién de energia
para calcular las orientaciones del dipolo magnético en cada paso de la deformacién. Luego,
la energia de interaccion de cada dipolo magnético 1, en un campo magnético externo B
producido por un segundo dipolo 77, se calcula mediante [53]:

U = —mg, - B(my) (2.6)

Usando el principio de adicién agregamos las contribuciones de energia de todas
las esferas magnéticas que interactian y calculamos la energia magnética total de la
estructura y su variacion desde la posicién inicial hasta la posicién final. En una primera
aproximacion, este valor debe ser igual a la energia mecdnica suministrada por la fuerza
externa o torca. De la derivada de la energia magnética con respecto al desplazamiento
o al dngulo de torsién podemos estimar la fuerza de flexion, tensién o torsién hasta el
momento de la fractura de la estructura. En todos los casos, el proceso finaliza cuando
dicha derivada alcanza un maximo. Los esfuerzos en la fractura fueron calculados por
REM y se compararon con los valores experimentalmente obtenidos. A continuacién
se presentan los resultados experimentales y las estimaciones numéricas, asi como su
respectiva discusién.
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2.4. Resultados y discusion

2.4.1. Fuerza de tensién sobre una cadena simple

El primer sistema fue una cadena lineal sometida a un esfuerzo de tensién. La figura
2.8a muestra los resultados obtenidos de medir la fuerza de tensién Fr como funcién de
Az para tres experimentos con una cadena de 30 esferas (lineas de color). Notemos el
crecimiento abrupto de Fr desde cero hasta un valor experimental F7'** ~3.45 N en el
cual la cadena se rompe. Después de la fractura, a medida que aumenta Az, Fp decae
rapidamente a cero. Sin embargo, incluso cuando se ha alcanzado la ruptura mecanica,
la fuerza de atraccién magnética es diferente de cero y disminuye con Az. En la figura
2.8b, F*** se presenta como funcién del nimero de esferas magnéticas que conforman
la cadena (puntos negros), con su respectiva barra de error. Se encontré que cuando
solo se separan dos esferas magnetizadas F7'** ~ 3.0 N. Pero, este valor aumenta y se
satura en F'* ~ 3.45 N para cadenas que tienen més de 10 esferas. Esto implica que la
contribucién a la fuerza de atraccién entre dos vecinos debido a la presencia de las otras
esferas es aproximadamente el 12% de su valor de la interaccién dipolo-dipolo, es decir,
esta interaccion es dominante incluso cuando la cadena es considerablemente larga.
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Z27 5 ] ﬁ% L
Pt s 35?
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Figura 2.8: Fuerza de tensién requerida para fracturar una cadena: a) Fr vs Az. Las lineas en color
representan los datos experimentales y la linea negra a trazos representa F' o< Az~*. b) F**® como funcién
del nimero de esferas magnéticas que conforman la cadena obtenida, experimentos (puntos negros) y
simulaciones con dindmica molecular (linea roja).

El valor de F'* entre dos esferas magnetizadas es ttil para calcular el momento
magnético de las esferas. De la ecuacion (2.3), si m, = m; = m y ambos dipolos puntuales
se encuentran en la misma direccién paralela/antiparalela al vector de posicién 7, la fuerza
F sobre 1 es atractiva y/o repulsiva y tiene magnitud

3uom?
274

Dado que experimentalmente obtuvimos F'** = 3,0 N para dos esferas separadas
(centro a centro) por una distancia d = 5.0 mm, sustituyendo en (2.7), encontramos
que la magnitud del momento magnético de la esfera es m = 0.056 Am?. Este valor se
uso en las simulaciones de dindmica molecular (MD) para calcular F'** para cadenas
de diferente longitud, este resultado se muestra con una linea roja que satura en ~ 3.6
N en la figura 2.8b. Note que el resultado numérico sobreestima el valor de saturacién

Fop = (27)
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encontrado experimentalmente, esto se debe seguramente a que el cdlculo numérico se
realizé usando el modelo de carga, el cual sabemos es una aproximacién de un sistema
ideal, sin embargo, consideramos que es una buena aproximacién y predice correctamente
que si nuestros imanes fueran ideales tendriamos un fuerza resultante mayor.

Por otra parte, calculamos la fuerza que actiia sobre una esfera magnética de la cadena
como funcion de la separacién Az después de la ruptura. Esta fuerza se expresa como la
suma de las fuerzas individuales ejercidas sobre la esfera debido a la presencia de las otras
esferas. Después de la fractura, si r es la distancia de una esfera a otra esfera en el punto
de la fractura, se tiene:

3uom? ( 1 1 1 )
Fp=——- + +ot——
g 2r \rt " (r4+d)* (r+2d) (r +nd)*
0
4 1
27r — (1 + %)

renombrando el ultimo término como 3, se obtiene:

3 2
7572:1 (1+8) (2.9)

Dado que el primer término de la ecuacién (2.8) corresponde con la ecuacion (2.9) para
el caso de dos esferas magnetizadas, entonces el segundo término incluye la contrubucién
debido al resto de las esferas de la cadena. Usando la ecuacién (2.8) para ajustar los datos
experimentales de la figura 2.8a), se muestra con linea roja y usando el valor de m = 0.056
Am?, se obtiene que 8 = 0.12, lo cual significa una contribucién de ~ 12 %, en acuerdo
con los datos experimentales.

Ftot =

2.4.2. Fuerza de tensién en una cadena 2D (ldmina)

Los resultados anteriores muestran que la resistencia a la tensién para cadenas de mas
de 10 esferas es practicamente constante. De acuerdo con este resultado experimental,
elegimos trabajar con un minimo de 30 esferas de largo. Analizamos también la resistencia
a la tensién de cadenas que unidas forman una ldmina dos dimensional (2D), es decir,
cadenas 2 x 1. Las imdgenes a la izquierda de la figura 2.9a muestran que, cuando se
aplica un esfuerzo de tensién sobre el ensamble, la cinta se rompe sin deformacién en el
ensamble cibico, similar a una fractura fragil. En contraste, la cinta hexagonal sufre una
deformacién parecida a una deformacién ductil en un movimiento en zig-zag, ver figura
2.9b. Note que los resultados obtenidos numéricamente son equivalentes, como lo muestran
las imégenes a la derecha en la figura 2.9. En las simulaciones de MD, la linea radial en
cada particula indica la orientaciéon del dipolo magnético. Esto permite observar cémo
giran los dipolos durante la deformacién. En el caso cuadrado, los dipolos se orientan para
tener una configuracién de minima energia después de la ruptura, este resultado esta en
consistencia con el estudio tedrico que se muestra en el Apéndice A, donde se muestra como
interaccionan dos esferas magnéticas segin la orientacién de sus dipolos, es evidente que
en una ldmina es méas complicado puesto que hay contribucién de los vecinos a la energia
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de interaccién. En el caso hexagonal, los dipolos permanecen practicamente alineados, y
esto permite la deformacion ductil.

Experimento Simulaciones MD
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Figura 2.9: Cadenas 2D sometidas a esfuerzos de tensién: a) estructura cuadrada (cP) y b) estructura
hexagonal (Hx). Los snapshots de la izquierda muestran el proceso de ruptura experimental.

Las gréficas de la figura 2.10 muestran la fuerza como funcién de la deformacién Azx.
Note que la cadena cuadrada, figura 2.10a, admite una resistencia maxima a la tensién
F{*%* 5.6 N, y posteriormente disminuye hasta cero, este decaimiento es proporcional a
1 /7“4 de acuerdo con el modelo de carga, note que el comportamiento es similar al caso
de una cadena simple. Para la estructura hexagonal, figura 2.10b, F7'** ~ 4 N, seguido
de una variacién periddica de Fpr que alcanza maximos locales de ~ 2 N después de cada
paso de deformacién igual a la mitad del didmetro de particula d/2, es decir, cuando
los dipolos se alinean de nuevo. Los valores promedio obtenidos de cinco repeticiones
fueron F'** =(5.840.2) N y F*** =(4.1£0.1) N para arreglos cuadrados y hexagonales,
respectivamente. Para los méximos periédicos en zig zag Fr =(2.14+0.2) N. Cabe senalar
que la resistencia a la tensién esperada de la contribucién de dos cadenas largas individuales
es de 6.9 N (experimentalmente obtuvimos que la fuerza necesaria para romper una cadena
es 3.45 N). Por lo tanto, la estructura hexagonal genera un mayor apantallamiento a las
cargas magnéticas asumidas en la interaccién atractiva que en la matriz cuadrada.

a) cP b) Hx
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Figura 2.10: Fuerza de tensién Fr como funcién de la deformacién Az para una cadena 2D. Las lineas
sélidas representan los experimentos y las lineas a trazos los resultados numeéricos.
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2.4.3. Resistencia a la tension en magnetocristales

A continuacién se presenta la respuesta mecédnica de las estructuras magnéticas tridi-
mensionales cuando un esfuerzo de tension es aplicado. La dindmica de deformacién de
los arreglos cP, Hx y ¢P-Hx con dimensiones 3 x 3 se muestra en las imagenes de la figura
2.11. De igual forma que en el caso 2D, el magnetocristal cP se rompe en dos partes,
manifestando una ruptura fragil, pero se observa una deformacién extensa en los otros dos
cristales (cP y cP-Hx), que se asemeja a una ruptura ductil.

Figura 2.11: Proceso de deformacién en magnetocristales sometidos a esfuerzos de tensién: a) cP, b) Hx
y ¢) estructuras cP-Hx.
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Figura 2.12: Resultados experimentales. Resistencia a la tensién como funcién de la deformacién Az
en magnetocristales con dimensiones 3x3. Las estructuras pueden deformarse de forma periédica (lineas
azules) o desordenadas (lineas rojas) dependiendo de la velocidad de deformacién.

En los gréficos de la figura 2.12, el primer pico de Fpr como funcién de Az muestra una
mayor resistencia a la tensién para la estructura cP (Fr ~ 25 N) que para la matriz Hx
(Pr ~ 20 N), esta dindmica es similar a la observada en sistemas 2D. Para las matrices Hx,
las esferas pueden desarrollar una reorganizaciéon continua que disminuye el tamano de la
estructura (ver figura 2.11b) y produce una variacién periédica en Fr con méximos cada
Az ~2.5 mm = d/2. Esta dindmica surge del hecho de que las cadenas rotas se desplazan
a lo largo de los planos de deslizamiento orientados a 60° con el vecino libre mas cercano,
donde el campo magnético es mas fuerte y donde el producto m; - B tiene un maximo [57].
Sélo cuando se llega a una cadena lineal de esferas, se logra el fallo de la estructura. Este
reordenamiento continuo recuerda la deformacién progresiva en las estructuras cristalinas
[58]. Para los cristales cP-Hx, la dindmica de ruptura es una combinacién de los compor-
tamientos de los cristales cP y Hx: las interacciones dominantes se producen en los planos
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ctibicos y determinan la resistencia maxima (Fr =~ 25 N), no obstante la deformacién
después de la ruptura es peridédica, como en el caso de los arreglos hexagonales, figura 2.11c.

La fuerza méxima de ruptura F7*** medida para las estructuras cP y Hx de diferentes
dimensiones N x N se muestra en la figura 2.13. La dependencia esperada debido a la
contribucién de N2 cadenas individuales serfa Fr =(3.45N?) N y se indica en el grafico con
una linea azul. Sin embargo, si realizamos un ajuste cuadratico a los datos experimentales,
se encuentra una contribucién por cadena de 2.39 N y 1.72 N para estructuras cP (linea
negra) y Hx (linea roja) respectivamente. Estos valores se desvian del valor esperado en
un 30 % y 50 % aproximadamente. Si se usaran N? cables de acero de la misma rigidez en
lugar de esferas magnéticas, la resistencia total seria N? veces la contribucién de un cable
individual, pero aqui la interaccién magnética entre cadenas genera un apantallamiento
entre las cargas debido a la orientacién de los dipolos que como hemos visto en la estructura
Hx se mantienen practicamente alineados. Las simulaciones de minimizacién de energia
(REM) reproducen la resistencia a la tensién de la estructura cP (curva negra a trazos). No
obstante, se obtuvo una desviacién considerable del valor experimental para la estructura
Hx (curva roja a trazos).

80 ] e P
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] 3.45N?
60 | —— 2.39N?
1.72N?
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--0-- cP (REM)
o Hx (REM)
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o o
||
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Figura 2.13: Fuerza méxima de ruptura F*** de magnetocristales sometidos a fuerza de tensién como
funcién de las dimensiones del cristal N x N (puntos sélidos). Las curvas continuas corresponden a F7'%®
N? y las curvas a trazos con las simulaciones de minimizacién de energfa.

2.4.4. Resistencia a la flexién en magnetocristales

A diferencia de las estructuras magnéticas 1D y 2D, los magnetocristales adquieren
rigidez en todas las direcciones y pueden soportar una considerable flexién y torsién. La
resistencia a la flexion es el esfuerzo para fracturar el ensamble mientras se dobla. La
figura 2.14 muestra magnetocristales a) Hx y b) cP 3 x 3 sometidos a flexién por una
fuerza perpendicular Fg. En el caso de estructuras hexagonales, la fractura es tipo fragil
y se rompe ante una deformacion por flexion casi despreciable §x que es la magnitud del
desplazamiento transversal del ensamble. Esta respuesta contrasta con la estructura cibica
que resiste mayor flexién antes de fracturarse (fractura ductil). Recordemos que cuando se
aplica un esfuerzo de tensién a una estructura cP, la ruptura es fragil, mientras que para
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la estructura Hx es ductil. Por lo tanto, un magnetocristal puede ser ductil o fragil segin
la direccion cristalografica en la que se aplique el esfuerzo.

Figura 2.14: Montaje experimental: a) Magnetocristal Hx y b)cP, sometidos a esfuerzo de flexién. Note
que la estructura Hx se rompe (forma de V) mientras que la matriz cP se dobla, en ambos se mide la
deformacién perpendicular dz.
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Figura 2.15: Fuerza de flexién experimental Fg requerida para producir una deformacién perpendicular
0z en los ensambles Hx, cP y cP-Hx de diferente tamartio (lineas sélidas). El grafico Hx-cP, indica que
la fuerza en la estructura hibrida se aplica sobre el plano con configuracién Hx, mientras que el cP-Hx
indica que la fuerza se aplica sobre el plano cP de la estructira. Las lineas a trazos corresponden con
las simulaciones REM. Las curvas con dz < 0 representan valores de fuerza medidos antes de aplicar el
esfuerzo sobre la estructura.

La figura 2.15 muestra la fuerza de flexién Fp como funcién de la deformacién para
todos los tamanos NxN y tipos (Hx,cP y c¢P-Hx) de estructuras evaluadas experimental-
mente (curvas continuas) y por simulacién por minimizacién de energia (curvas a trazos),
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estas curvas obtenidas numéricamente son validas hasta que la estructura alcanza la
maxima resistencia, después de este punto el decaimiento en las curvas no representa
los datos experimentales. En todos los casos analizados, se encuentra que las estructuras
hexagonales resisten mas a la flexién que las estructuras ctbicas pero son menos elasticas
(los momentos dipolares con direccién paralela favorecen la dureza de la estructura Hx),
dado que la fuerza maxima de flexién F3'** se encuentra cuando dxp, < dz.p. Para el
caso de las estructuras hibridas, en donde recordemos que se combinan planos cibicos y
hexagonales, si el esfuerzo de flexién es aplicado en el plano hexagonal (Hx-cP) el arreglo
presenta mayor dureza, incluso es mas resistente que un arreglo puro Hx, pero si la flexién
se aplica en el plano cP (cP-Hx) el magnetocristal es eldstico. Este resultado es relevante
yva que indica que podemos combinar caracteristicas de dureza y elasticidad en una sola
estructura, lo cual puede ser de interés para diversas aplicaciones, por ejemplo, para el
desarrollo de nuevos metamateriales [59].
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Figura 2.16: Fuerza méxima de flexién F*® para magnetocristales cP y Hx como funcién del tamafio
del cristal N x N, experimentos (puntos sélidos) y simulaciones (puntos abiertos). A la derecha se muestra
que FE* oc N*® para la estructura hexagonal y F*® oc N(N — 1) para la estructura cP.

La figura 2.16a muestra F5'* como funcién de la dimensiéon N x N del magnetocristal
y 2.16b presenta ajustes tipo F75'%* oc N 3 para una estructura hexagonal, mientras que
para un cristal cibico FF* o N(N —1). En la literatura se ha reportado que para una
barra de seccién transversal rectangular continua a la cual se aplica una carga en una
configuracién de flexién de tres puntos, como la que se utiliza en nuestros experimentos,
el esfuerzo de flexién es aproximadamente igual que el esfuerzo para alcanzar la ruptura
por medio de tensién y viene dada por [60]:

3\ Fg*L
== ) 25— 2.10

7 (2) ab? (2.10)
donde a y b son el ancho y el grosor de la barra y L es la longitud de la barra. En nuestros
experimentos y simulaciones, para todos los casos analizados F7'** < F7'%*. Ademds, sélo
los magnetocristales hexagonales siguen la dependencia esperada en ¢. Dada la pendiente
0.1624+0.007 de la curva negra de la figura 2.16b y usando la ecuacién (2.10) para la

estructura hexagonal con L = 23d =11.5cmy a = b = @Nd (figura 2.17), se encuentra
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que la resistencia a la flexién es o, =(344£40) kPa. Notemos que este resultado es valido
para nuestro sistema experimental a pesar de que lo hemos considerado como una barra
continua. Es conveniente resaltar que es un problema interesante deducir una expresion
analitica que contenga la informacion magnética de la estructura, pero no es nuestro
objetivo. Para la estructura cibica, la ecuacién (2.10) no se puede aplicar considerando
que F5'“* no sigue la dependencia ctibica de N. Por ello, calculamos la tensién resultante
bajo una fuerza axial dada por

Fg@ar B F]gnam

ab N(N —1)d?
y de la pendiente 0,58 4+ 0,01 del ajuste de la curva roja de la figura 2.16b, se encuentra:
oc.p =23.2 kPa. Aunque ésta es una aproximacion, claramente oy, > o.p, como se muestra
en los datos experimentales. Para estructuras hibridas, la resistencia a la flexién, estd
determinada principalmente por la estructura cristalina del plano sobre el cual se aplica
la fuerza de deformacién. Sin embargo, F'2'** para el ensamble Hx-cP y mas bajo para el
cP-Hx; por lo tanto, la elasticidad dada por los planos cP mejora la rigidez en los planos
Hx, pero la rigidez de los planos Hx disminuye la rigidez de los planos cP. Notemos que
en todos los casos, las simulaciones predicen bien los valores experimentales.

Oep = (2.11)

Figura 2.17: Geometria de la estructura hexagonal dos dimensional.

A continuacién presentamos los resultados para el andlisis de torsion aplicado a mag-
netocristales.

2.4.5. Resistencia a la torsién en magnetocristales

La dltima prueba mecéanica aplicada a las estructuras magnéticas fue la resistencia a
la torsién. Las figuras 2.18a-c muestran la torca 7 medida como funciéon del dngulo de
torsion 8 para las diferentes estructuras. Claramente, la resistencia a la torsién es consi-
derablemente mayor para las estructuras Hx que para las cP. Sin embargo, los dangulos de
fractura 6y son mds pequenos para Hx que para los arreglos cP. De manera similar a las
pruebas mecdnicas anteriores, la respuesta mecanica a la torsion de las matrices hibridas
esta en acuerdo con su respuesta ante flexion y la tensién: una combinacién de rigidez y
plasticidad.

En el caso de una varilla continua de longitud L sometida a torsion, la relacién entre
la torca 7 y el dngulo de giro 6 estda dada por:

T=GJrL'0 (2.12)
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donde el producto del médulo de shear, G, y el segundo momento del area, Jr, da la
rigidez torsional, y 6/L es la razén de torsién o giro. Para una barra de seccién transversal
rectangular con lados a > b, Jp = K3 (%) ab®, donde los valores de K (%) se dan en [61].
En nuestros cristales, la dependencia lineal 7(8) dada por la ecuacién (2.12) es claramente
observada tinicamente cuando 6 < 6. Por tanto, aplicamos un ajuste de la forma 7 = s36
a la parte lineal de cada curva (el rango lineal de 6 varia dependiendo del tipo y tamano
de estructura) en las figuras 2.18a-c para obtener las pendientes s3 = GK; (%) ab®/L, las
cuales se grafican como funcién de la dimension del cristal en la figura 2.19a. El grafico
log-log, figura 2.19b, presenta la dependencia s3AN*, donde A en unidades [N/m3] es una
constante que se obtiene ajustando los datos y depende de la estructura cristalina. Por
tanto se obtiene que el valor medio del médulo de shear y estd dado por G = AL/K 1d4,
el calculo para cada estructura es G.p ~ 29 kP, Gy, ~ 54 kP y G.p_g. =~ 32 kP
(GCP < GcP—Hac < GH.Z’)
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Figura 2.18: (a-c) Resistencia a la torsién 7 opuesta por los tres tipos de estructuras a la deformacién
angular 6. Los puntos representan valores obtenidos experimentalmente para cada estructura, las lineas
continias muestran los resultados obtenidos de simulaciones numéricas.
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Figura 2.19: a) s5 como funcién de las dimensiones del cristal N x N para Hx (cuadros rojos), cP (puntos
negros) y cristales hibridos (rombos verdes). b) Gréfico log s3 vs log N el cual indica una dependencia con
N*, las lineas continuas indican las curvas ajustadas.

Aunque el andlisis anterior nos permitié cuantificar el médulo de shear, solo es vélido
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suponiendo la dependencia lineal impuesta por la ecuacién (2.12). Sin embargo, tanto los
experimentos como las simulaciones con REM (curvas continuas en las figuras 2.18a-c)
muestran que los magnetocristales siguen una dependencia no lineal con 6. Se requiere un
modelo que considere los efectos combinados de la elasticidad, incluido el elongamiento y
la compresién radial, para determinar la forma funcional de G(#), como el utilizado para
estudiar la conservacién del orden en haces torcidos de estructuras eldsticas [62].

2.5. Conclusiones sobre el estudio de magnetocristales

La mecanica de medios continuos establece que las propiedades elasticas de materiales
pueden explicarse por medio de su estructura cristalina y su respuesta colectiva a las
fuerzas externas aplicadas [47]. Varios estudios se han enfocado en la formacién de
estructuras estables a partir de esferas magnéticas y han mostrado la formacién estable
de cadenas y anillos [45, 46]. Sin embargo, un estudio sistemdtico sobre las propiedades
elasticas de este tipo de estructuras estaba hace poco ausente en la literatura. En este
trabajo, después de caracterizar las estructuras magnéticas 1D y 2D, hemos ampliado
la investigacién mediante el estudio de la respuesta mecadnica de magnetocristales
tridimensionales a esfuerzos de tension, flexién y torsién.

Nuestros resultados mostraron que las estructuras cubicas bajo esfuerzo de tensién
exhiben una fractura tipo fragil, mientras que las estructuras hexagonales muestran un
proceso de deformacién similar a una deformacién progresiva [58]. La dependencia de la
resistencia a la tensién como funcién de la seccién transversal estd bien aproximada por
una dependencia cuadrada (F@® o N?2). Este resultado es consistente con la energia
cohesiva reportada en la referencia [46]. En el caso de la resistencia a la flexién, las
estructuras cubicas exhiben un comportamiento ductil y las estructuras hexagonales
exhiben un comportamiento fragil. Es de resaltar que la combinacién de planos ctbicos
v hexagonales en el cristal adquieren la resistencia a la ruptura de la estructura Hx y la
plasticidad de la estructura cP.

Tedricamente, se espera que la fuerza de flexién (F7'**) como funcién del nimero de
planos que forman la seccién transversal (N x N) siga una ley de potencias con N3, sin
embargo, esto solo se cumple para estructuras hexagonales, mientras que las estructuras
ctbicas siguen una ley N (N —1). Este ultimo punto indica que las estructuras hexagonales
sometidas a flexion, presentan mayor resistencia a la ruptura y admiten poca deformacion
(frégiles) y, las estructuras cubicas admiten mayor deformacién antes de fracturarse
(ductiles). Nuestro andlisis sobre la resistencia a la torsiéon nos permitié determinar el
médulo de shear y mostrar que éste es considerablemente mas alto para los magneto-
cristales hexagonales que para los cristales ciibicos. De hecho, la cohesién es mucho mas
alta en una estructura hexagonal ferromagnética que en una estructura cibica. Nuestros
resultados sugieren que los magnetocristales pueden ser ductiles o fragiles dependiendo de
la direccién cristalografica en la que se aplica el esfuerzo. Ademas, nuestra investigacién
revela nuevos comportamientos asociados con la dindmica de reorganizacion de particulas,
los cuales pueden ser llevados al estudio de respuestas mecanicas en estructuras cristalinas.
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Con esta investigacién, hemos logrado un estudio original y sistematico de las
propiedades mecdanicas de estructuras de esferas magnéticas, las cuales no habian sido
reportadas en la literatura. Por ello, este trabajo representa una aportacién al estudio de
los sistemas granulares magnéticos. Hemos descubierto que las interacciones magnéticas
dan estabilidad a estructuras ciibicas y hexagonales, y que ademds, es posible construir
ensambles hibridos cuya respuesta a la deformaciéon sea una combinaciéon de ambos
tipos de estructuras. Muy recientemente, nuestros resultados han contribuido al estudio
de actuadores magneto-eldsticos [63], asi como el estudio de patrones de agregacién en
sistemas compuestos por particulas magnéticas [64].

En la siguiente seccién presentamos el estudio de un sistema magnético sometido a
condiciones experimentales que le permiten presentar caracteristicas analogas a las que se
encuentran en medios fluidos.
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Capitulo 3
Liquido granular magnético

En este capitulo analizaremos el estado fluidizado de un medio granular magnético
cuasi bidimensional. El cual es un medio granular no convencional, ya que las particulas
que lo conforman interactiian por medio de fuerzas repulsivas. Para esto, se disena una
celda especial que obliga a los imanes a mantener sus dipolos magnéticos en una misma
direccién de tal manera que las interacciones entre los granos son repulsivas. Investigamos
la dindmica de penetraciéon de un proyectil o intruso en este medio. El proyectil puede ex-
perimentar interacciones de tipo repulsiva, atractiva o neutra con las particulas (granos),
generando diferentes dindmicas: i) para el caso repulsivo, el proyectil comprime la cama
de granos y presenta rebotes antes de detenerse, ii) el proyectil es acelerado cuando se
aproxima a la cama de granos, al llegar a ella es rodeado por granos de la cama que se ad-
hieren a él, incrementando su didmetro efectivo y consecuentemente, la fuerza de arrastre
que actia y iii) en el caso neutro, el proyectil se mueve como si penetrara en una cama
de granos con friccién convencional, esto debido a que no hay interaccién magnética con
los granos del sistema. Ademas, en colaboraciéon con miembros del laboratorio GrainsLab
del Instituto de Fisica (BUAP) se desarrollaron simulaciones de dindmica molecular (MD,
por sus siglas en inglés) capaces de reproducir los resultados experimentales. Ademds, de
determinar el efecto de la magnetizacion y el papel de la friccién entre las particulas y las
paredes del contenedor. Los resultados muestran que nuestro sistema granular magnético
repulsivo presenta un comportamiento similar al de una esfera impactando en un fluido
miscelar viscoeldstico y que la dindmica del proyectil puede ser modelada como un sistema
resorte-amortiguador (spring-dashpot). Por otro lado, el sistema magnético también pue-
de ser usado como un un sistema disipativo, ya que se encontré que cuando un proyectil
magnético atractivo y un proyectil neutro impactan sobre dicha cama granular, se detienen
presentando un comportamiento de respuesta andloga a la de un oscilador sobre amorti-
guado. Estas caracteristicas podrian ser de interés para algunas posibles aplicaciones.

3.1. Antecedentes

La dinamica de impactos tiene caracteristicas que la distinguen de otras areas de la
mecanica clésica de cuerpos rigidos. Una de ellas corresponde con los efectos de inercia
que deben ser considerados en las ecuaciones de movimiento. Para dar solucién a los
fenémenos de impacto existen tres rutas posibles [65]: 1) aproximaciones empiricas, donde
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por medio de datos experimentales se obtienen correlaciones, este procedimiento solo es
util para un problema especifico y por tanto es complicado extrapolar informacién a otros
materiales o geometrias fuera del rango de velocidad que se investiga experimentalmente,
ii) simulaciones considerando la cama granular como un medio continuo, por medio de este
método se aplican modelos computacionales que se basan en aplicacion y combinacién de
las leyes fundamentales de conservacion; y iii) modelos fisicos, donde las leyes fisicas son
aplicadas a cada elemento del sistema. Cada uno de los tres métodos tiene sus ventajas y
desventajas, por ello en nuestro sistema granular hacemos uso de los tres métodos a fin
de obtener una mejor aproximacion.

El impacto y penetracién de un objeto sélido en un liquido y en un medio granular
convencional ha sido extensamente estudiado debido a su relevancia en ingenieria espacial
y aeroespacial [77, 67], por ejemplo, en la investigacién del impacto de meteoritos en
la superficie arenosa de la Luna y de otros cuerpos celestes y la formacién de crateres
[68, 69, 70, 71], lo cual ha motivado que durante las dltimas décadas se realizaran
numerosos experimentos a escala de laboratorio para estudiar sistematicamente la
dindmica de impacto en medios granulares de este tipo y explicar asi la dependencia
del fenémeno en términos de parametros como la fuerza de arrastre Fy, la profundidad
de penetraciéon z del proyectil, velocidad 2z, factor de empaquetamiento del medio
granular, friccion de deslizamiento entre el proyectil y el medio granular, masa y forma
del proyectil, propiedades del medio, entre otros, de tal modo que se han planteado
distintas dependencias relacionando dichos pardmetros en forma de leyes de potencia.
También, se han reportado similitudes entre el impacto de un proyectil en liquidos
y en superficies granulares [72], donde se ha mostrado que el impacto de una esfera
sélida en un medio granular genera una fenomenologia similar a la que se observa
en liquidos, por ejemplo, la formacién de cavidades y colapso [8]. Sin embargo, la
diferencia mas importante entre impacto en fluidos y granos, es que el objeto que
impacta y penetra se hunde en un fluido mientras que en la materia granular el objeto
alcanza una profundidad final. Esta diferencia se debe principalmente a las fuerzas de
arrastre y friccién en cada caso. A continuaciéon vamos a comentar cudles son los modelos
mas simples usados para describir el movimiento de un proyectil cuando penetra un medio.

Para el caso en que el medio sea un fluido newtoniano, la fuerza de arrastre sobre una
esfera de radio 1, escala linealmente con la velocidad del proyectil Z cuando las fuerzas
viscosas dominan (nimero de Reynolds Re < 1), y estd dada por la ley de Stokes

Fd = 67T7]T’b2:’ (3.1)

donde 7 es la viscosidad del fluido. Para el caso en que las fuerzas inerciales dominan
(nimero de Reynolds Re > 1), F,; escala con el cuadrado de la velocidad del proyectil
como

Fy = Cympriz? (3.2)

donde Cy; es el coeficiente de arrastre hidrodinamico del objeto y p es la densidad
(constante). En este tipo de fluidos, un objeto cayendo alcanza una velocidad terminal
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cuando su peso es balanceado por la fuerza de arrastre.

Por otro lado, cuando un proyectil penetra en un fluido viscoeldstico, es decir, un
fluido no newtoniano que combina caracteristicas de un sélido eldstico y un fluido viscoso,
la velocidad del proyectil puede presentar oscilaciones mientras se aproxima a su estado
final [8, 9]. Muchos materiales naturales no pueden ser descritos unicamente por leyes
lineales ya que frecuentemente exhiben comportamientos reolégicos complejos no lineales
y para caracterizarlos, la viscosidad y la elasticidad se acoplan [10]. El comportamiento
viscoso se modela por medio de un elemento amortiguador y la elasticidad es modelada
por un elemento de resorte. Existen dos modelos clasicos de viscoelasticidad, el modelo de
Maxwell y el modelo de Kelvin-Voigt. Las ilustraciones esquematicas de estos modelos se
muestran en la figura 3.1. El modelo de Maxwell se define por una conexién en serie de un
amortiguador (dashpot) y un resorte (Fig. 3.1a), y el modelo de Kelvin-Voigt corresponde
a una conexioén en paralelo (Fig. 3.1b).

a) K B
/\/\/L Maxwell
resorte amortiguador
K
b) resorte

E— —————— Kelvin-Voigt

\/ \/ amortiguador
B

Figura 3.1: Tlustracién esquemética de los modelos viscoeldsticos cldsicos. (a) El modelo de Maxwell
consiste en una conexién en serie de un amortiguador y un resorte. (b) El modelo de Kelvin-Voigt consiste
en una conexién en paralelo de estos elementos.

En el modelo de Maxwell, el esfuerzo aplicado al elemento amortiguador y el aplicado
al elemento resorte son idénticos. Asi, el esfuerzo interno se almacena primero en un
elemento de resorte lineal con constante elastica x, y luego, se disipa gradualmente por
un elemento amortiguado lineal con coeficiente viscoso de amortiguamiento 3. En este
modelo, se asume que el resorte y el amortiguador se comportan de acuerdo a la ley de
Hooke y Stokes respectivamente. Por tanto, la fuerza de arrastre estd dada por

Fy=rkz+ B2 (3.3)

Dependiendo de los valores de k y (3, la soluciéon de la ecuacién de movimiento puede
ser subamortiguado, reproduciendo oscilaciones en la velocidad observadas durante la
penetracién de un proyectil en fluidos miscelares [8], o sobreamortiguado, como ocurre
en el caso de impactos en soluciones de alcohol de polivinilo donde la velocidad del
objeto decae exponencialmente [73]. En el modelo de Kelvin-Voigt, donde el resorte y
el amortiguador estan conectados en paralelo, el esfuerzo se distribuye y la tension es
comun entre ambos componentes. En la referencia [74] se estudié el impacto de objetos en
espumas usando una adaptacién del modelo de Kelvin-Voigt. Sin embargo, las respuestas
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elasticas y viscosas en el modelo no presentan influencia sobre la velocidad de decaimiento
en impactos a bajas velocidades.

Si el fluido viscoeldstico es shear thickening, su viscosidad incrementa cuando es
sometido a un esfuerzo cortante. En la referencia [75], se propone un modelo de masa
agregada para describir la respuesta al shear thickening de una solucién de maizena
disuelta en agua donde un objeto impacta en el limite de bajas velocidades. El impacto
genera un frente de solidificacion que transforma una matriz de particulas inicialmente
compresibles en una regiéon de atascamiento creciente, incrementando asi la masa que el
objeto tiene y conduciendo a una extraordinaria cantidad de absorciéon de momento. En
la referencia [73], se muestra que para impactos de alta velocidad la habilidad de liquidos
no newtonianos para detener objetos es dado por su propiedad viscoeldstica més que por
el shear thickening o shear thinning.

Regresando a los materiales granulares convencionales, un modelo aceptado para des-
cribir la dindmica de un objeto impactando considera la fuerza de arrastre como la suma
de un término de friccién dependiente de la profundidad m&s un término inercial viscoso

[76]:

Fy= F(2) + 73 (3.4)

donde 7 es el coeficiente de arrastre viscoso, y F(z) es el término de friccién. Esta
ecuacién es similar a la ley de fuerza de Poncelet [77], Fy + cv? utilizado en balistica de
alta velocidad, la cual establece que el término de friccién de Coulomb es una funcion
de la profundidad en el medio granular. Tsimring y Volfson [76] argumentan que la
forma de F(z) deberia tener una dependencia desde cuadratica a constante debido a las
formas del proyectil y del criater formado por su movimiento. Ellos también muestran
que la profundidad de penetracion sigue una ley de potencias como d = (d%H )1/ 3. En
la ecuacién (3.4) el término de friccién frecuentemente se toma con una dependencia
lineal creciente con z [78]. Por tanto, la velocidad del proyectil decrece desde su valor
al momento del impacto y la friccién detiene el objeto hasta una profundidad final
donde el proyectil se mantiene en estado estacionario. Sin embargo, para sistemas
con baja fraccion de empaquetamiento o materiales ultra ligeros, F(z) tiene una
saturacién exponencial debido al efecto Janssen [13, 14]. Bajo tales condiciones un
objeto denso puede hundirse a través de los granos alcanzando una velocidad terminal,
manifestando un comportamiento tipo liquido como en el caso de fluidos newtonianos [79].

En un medio granular convencional, el contacto entre particulas produce disipacién
de energia debido a la friccién y las colisiones, esto da rigidez a la estructura granular a
través de las cadenas de fuerza de contacto [80]. En el sistema granular magnético que
estudiamos en esta tesis, las particulas no presentan contacto entre ellas, sino que las
interacciones se dan a través del campo magnético de cada una, este tipo de caracteristicas
no han sido exploradas hasta donde sabemos en la literatura. Por lo anterior, una de
las contribuciones de esta tesis es el estudio experimental, por simulacion y en base del
modelo tedrico andlogo al modelo de Maxwell que se hace un estudio sistematico de tres
proyectiles diferentes impactando en una cama de granos magnéticos que se repelen entre
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si. Debido al impacto del proyectil, la cama granular se comprime parcialmente, por
tanto la densidad local cambia antes y después del impacto, disminuyendo la separacion
entre los imanes y por tanto incrementando la energia potencial magnética, esto da como
resultado una respuesta viscoelastica en el medio. A pesar de que las fuerzas de contacto
no existen en nuestro medio granular repulsivo, la interaccién magnética de los granos
induce rigidez en el sistema confinado y el proyectil se detiene a cierta profundidad. Por
ello, nuestro sistema presenta un comportamiento analogo al que se observa en fluidos
viscoelasticos, pero mantiene caracteristicas de un medio granular.

Para investigar la dindmica de impacto y penetracién en este tipo de sistema granular,
consideramos tres escenarios diferentes: interacciones repulsivas, atractivas y neutras entre
el proyectil y los granos. En la literatura se ha reportado el estudio de sistemas magnéticos
donde una gota magnética impacta la superficie de un fluido magnético [81], y se ha
observado que la respuesta es diferente al de gotas que impactan un liquido viscoso [82].
Similarmente encontramos que la dindmica de los granos magnéticos perturbados por un
proyectil magnético es diferente al caso de un proyectil neutro (no magnético), esto debido
a las interacciones magnéticas de largo alcance. A continuacién describimos el montaje
experimental y discutimos la dinamica de los tres proyectiles para diferentes velocidades
de impacto, asi como el efecto de la magnetizacién de la cama granular y el rol de la friccion
con las paredes. Finalmente se propone un modelo analogo al de un resorte amortiguado
para estudiar teéricamente la dindmica del sistema.

3.2. Diseno experimental

Repulsivo

Proyectil

' 5 ]
W

Neutro

Figura 3.2: Esquema del montaje experimental. a) Celda Hele-Shaw parcialmente llena con discos
magnéticos que se repelen entre si. Un proyectil es lanzado desde la parte superior dentro de la celda,
su penetracién es filmada con cdmara de alta velocidad. El proyectil puede experimentar interaccién b)
repulsiva, c)neutra o d) atractiva.
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Se disené un montaje experimental especifico para estudiar un proyectil que impacta
sobre una cama de imanes permanentes distribuidos de manera que sus momentos dipolares
quedan alineados de forma que en el sistema los granos magnéticos no se tocan, ya que al
interactuar por fuerzas repulsivas de largo alcance quedan separadas entre ellas. En el link
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S037702572030063X se
encuentra material suplementario con fotos y videos del sistema en funcionamiento. El
experimento se diseié de tal forma de hacerlo lo més funcional en las condiciones de
nuestro espacio y recursos materiales. Asi que tanto el nimero como las dimensiones
de la celda y su altura se eligieron de tal forma que optimizara nuestros recursos. Este
montaje experimental para estudiar la dindmica de impacto y penetracién en un medio
granular repulsivo se muestra en la figura 3.2. El disenio consiste en una celda Hele-Shaw
con dimensiones 40 cm x 150 cm de longitud por altura, separadas por una placa
de acrilico de 3.1 mm de espesor. La celda contiene un conjunto de N = 550 imanes
cilindricos de neodimio con didmetro d, =(5.00+0.02) mm, grosor t,, =(3.00£0.02)
mm y masa m =0.4 g. Todos los imanes son introducidos en la celda con su momento
dipolar magnético en direccién perpendicular a las paredes a fin de obtener interacciones
repulsivas grano—grano. Los imanes quedan confinados por paredes laterales, frontales y
traseras bajo la accién de la gravedad, de tal manera que no pueden rotar, formando asi
un medio granular magnético repulsivo cuasi dos dimensional. La celda se monté sobre
dos pivotes horizontales que permiten invertir verticalmente la celda para acumular los
granos en el extremo opuesto. Antes de rotar la celda a su posicién original se coloca una
barra magnética en el exterior de la pared frontal de la celda a 80 cm del fondo de la
celda. Esta barra tiene la funcién de puerta que evita el flujo de granos cuando la celda
es rotada a la posicion vertical inicial. Cuando la barra es retirada, los granos magnéticos
caen por efecto de gravedad y se acumulan en el fondo de la celda formando una cama
granular. Este procedimiento nos permite obtener condiciones iniciales reproducibles, con
los granos distribuidos en un drea de 40 cm x 32 cm = 1280 cm? (es decir una densidad
promedio de 0.43 imanes/cm? y fraccién de empaquetamiento promedio =0.08).

Una vez que la cama granular esta preparada, un proyectil es introducido a través de
una puerta en la parte superior de la celda y se sujeta por medio de una barra magnética en
el exterior de la celda a cierta altura h medida desde la superficie de la cama determinada
por la posicién promedio de la primera linea de imanes en la cama granular. El proyectil se
deja caer desde 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100, 120 y 170 cm £0.5 cm. En todos los experimentos,
consideramos Unicamente caidas verticales. Para h = 170 cm fue necesario anadir una
canaleta en la parte superior de la celda. Trabajamos con tres tipos de proyectiles para
obtener las interacciones repulsivas, atractivas o neutras con los granos. Para los primeros
dos casos (repulsivo y atractivo), el proyectil consiste en un disco de acrilico con didmetro
D =(3.26+0.01) cm con 13 imanes los cuales son insertados en perforaciones alrededor
de la circunferencia del disco. Con esto, el proyectil puede experimentar interacciones
repulsivas o atractivas con la cama granular dependiendo si los imanes del proyectil tienen
sus dipolos paralelos o antiparalelos a los dipolos magnéticos de los imanes de la cama.
Para el caso neutro, usamos un disco de acrilico con plomo en su centro para obtener
la misma masa. Para los tres proyectiles, la masa total es M =(8.2£0.1) g y densidad
media p =3.28 g/cm?. Cada impacto se repitié 5 veces por altura y fue filmado con una
cdmara de alta velocidad Photron SA3 a 1000 cuadros por segundo (fps, por sus siglas en
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inglés). Las posiciones z(t) de los proyectiles, definidas como la distancia entre el centro
de masas del proyectil y la superficie inicial de la cama granular y medidas en direcciéon
opuesta a g, se obtuvieron por medio de un algoritmo de seguimiento de particula (particle
tracking) usando el software ImageJ. Los resultados que se presentan en este capitulo son
para un solo proyectil, pero no fue el lnico sistema que trabajamos ya que extendimos
nuestro estudio repitiendo los experimentos con otros proyectiles (repulsivo, atractivo y
neutro) con la misma geometria cilindrica y tamano que el primer proyectil pero con masa
My =12.9840.001 y densidad media ps =5.2 g/cm3). Debido a que la dimdmica de ambos
proyectiles sigue el mismo comportamiento, inicamente presentamos el analisis completo
para los proyectiles con densidad p y s6lo mostraremos en esta memoria algunos gréficos
correspondientes a los proyectiles con po.

3.3. Simulaciones: Dinamica molecular

En colaboracién con los expertos en simulaciéon de GrainsLab, se desarrollaron simu-
laciones por medio de dindmica molecular (MD) implementando el método de velocidades
de Verlet en Matlab, ver apéndice B. Consideramos el peso W= mg, la fuerza magnética
repulsiva E, y la friccién F. debido a la interaccién de los imanes con la pared frontal y
trasera. Aqui la fuerza magnética se calculé sumando todas las contribuciones de los di-
polos magnéticos que interactian [57] y considerando el modelo de carga [20]. Bajo estas
condiciones, la fuerza magnética de un dipolo con momento magnético fi,, actuando sobre
un segundo dipolo magnético idéntico estd dado por

2

By = 3572:3”7@ (3.5)

donde r es la distancia radial entre particulas. Por otro lado, de la referencia [6], F’; la

fuerza de friccién se puede estimar de la torca que actia sobre cada particula 7 = i), X B

tratando de girar los imanes. Dado que las paredes de la celda evitan la rotacién del

iman y fip, L é, la fuerza de friccién se puede estimar de la torca actuando sobre cada

particula, 7 = u,, B = F,d donde F), es la fuerza normal y d el didmetro de la particula.

Considerando un coeficiente de friccion pg, la fuerza de friccién dindmica sobre un iman
es F. = upF,, = pgpmB/d. De modo que la aceleracién de la particula se expresa como:

N-1

i) =g+ | Y By )~ Lm0 ) g, (3.6)

Usando las ecuaciones anteriores en cada paso del tiempo para calcular las posiciones
y velocidades de todas las particulas, se ejecuta la simulaciéon, tomando siempre en con-
sideracion los parametros libres del proyectil, ya que es aproximadamente 10 veces maés
pesado que las particulas que forman la cama granular y su campo magnético considera
por separado los tres casos respecto al proyectil: repulsivo, atractivo y neutro. Las simu-
laciones se hacen en dos partes, primero dejamos caer el conjunto de particulas tal como
lo hicimos experimentalmente, y luego soltamos el proyectil en la cama granular repulsi-
va que estd en equilibrio, es decir, cuando los granos se mantienen en una posicién fija.
De las simulaciones obtenemos la profundidad de penetracién y la energia cinética de las
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particulas en cada paso de tiempo hasta alcanzar la relajacién del sistema. Estos resulta-
dos numéricos se compararon con los resultados obtenidos experimentalmente y, ademas,
por medio de las simulaciones extendimos el rango de velocidad de impacto, es decir la
altura de impacto y, modificamos la magnetizacién de las particulas de la cama granular.
Los algoritmos de simulacién generales estan dados en [3].

3.4. Resultados

3.4.1. Resultados experimentales

a) Interaccioén repulsiva

o

' 'Méi..ﬁrofljn'dida{d' ' 'Rét.)o'te' 'Fsroﬁ;n'ditia;d |riei| '

b) Interaccion atractiva

Imbaéto '

Irﬁbacto Atraccion de granos ~ Cambio a proyectil Profundidad

y desaceleracion repulsivo mas grande final
c) Interaccién neutra

e

I'm'péc.to' T 'I:;ehe.t.r'aéié Profundidad final

Figura 3.3: Instantdneas obtenidas de los videos de experimentos para impactos con interacciones: a)
repulsiva, b)atractiva y ¢c)neutra. El proceso de impacto y penetracién se puede dividir en diferentes etapas
dependiendo de la interaccién cama-proyectil.

Nuestras mediciones experimentales exhiben tres comportamientos diferentes para
cada proyectil. En la figura 3.3a-c se muestran instantineas del impacto y penetracién
para interacciones repulsiva, atractiva y neutra respectivamente. Para el caso repulsivo,
figura 3.3a, el proyectil comprime la regiéon de interaccién en la cama granular acumulando
energia potencial magnética, como ocurre, aunque por otra causa, con un resorte. Cuando
el proyectil alcanza su maxima profundidad zpq;, la fuerza restauradora de la cama
produce rebotes en el proyectil hasta detenerse a una profundidad final zp < zpee. El
rebote es un efecto de la elasticidad efectiva del medio, asi como de su densidad efectiva.
Para el caso atractivo, figura 3.3b, el proyectil primero es acelerado cuando se acerca a
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la cama debido a la atraccién magnética con los granos y la aceleracion de la gravedad,
después, una capa de imanes es rapidamente atraida al perimetro del intruso y éste se
vuelve repulsivo. Debido al incremento de la masa del intruso, 14 imanes adheridos con
masa = 5.6 g, la conservacion de momento en una colisién ineldstica implica una réapida
desaceleraciéon desde la velocidad de impacto vy hasta v = Muvg/(M + 14m) =~ 0.6vy.
Ademas, la desaceleracién es amplificada por el incremento en el tamano efectivo del
proyectil, sin embargo, el proyectil penetra més profundo que en el caso repulsivo debido
a su incremento en el peso de ~ 1.73 veces. La interaccién repulsiva de los granos atraidos
es parcialmente compensada por la interacciéon atractiva con los granos dentro del disco,
por tanto el proyectil interactiia con un menor nimero de granos y puede penetrar mas
profundo en la cama granular. Para el proyectil neutro, figura 3.3c, la ausencia total de
interaccién magnética con los granos genera una menor compresion de la cama magnética,
lo cual permite la penetracion mds profunda de los tres casos analizados, notemos
que la friccion entre los granos y el proyectil es similar a como sucederia en un medio
granular convencional. Notemos que en los tres casos la densidad de los granos debajo
del proyectil incrementa considerablemente debido a la compresion de los granos. En los
tres escenarios, el proyectil se detiene cuando su peso es balanceado por las interaccio-
nes magnéticas y las fuerzas que se manifiestan debido a la friccién debido al confinamiento.

La figura 3.4 muestra la zona de interaccién de cada proyectil (atractivo, repulsivo y
neutro) dentro de la cama granular, asi como las trayectorias que siguen los granos (lineas
negras). Notemos que la zona de mayor compresién se observa en el caso repulsivo, el
cual presenta una regiéon de perturbacion de aproximadamente 5 veces el didmetro del
proyectil (~ 5D) , mientras que en el caso atractivo y neutro es de ~ 3D.

Repulsivo N Atractivo

Figura 3.4: Regién de perturbacién después del impacto de cada proyectil. Se muestran las trayectorias
de los granos de la cama granular desplazados debido al impacto.

En la figura 3.5 se muestra que para el caso repulsivo los granos de la cama se mueven
alejandose del proyectil que penetra, mientras que para el caso atractivo y neutro los
granos fluyen hacia arriba del proyectil. Este flujo de granos conduce a diferencias en la
densidad local o de la cama granular por encima y debajo del proyectil cuando alcanza su
maxima profundidad, como se muestra en la figura 3.5, donde cada recuadro rojo muestra
la densidad local. Debido al gradiente de densidad en la cama granular generado por la
penetracion del proyectil, se produce una fuerza restauradora que permite que el proyectil
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repulsivo rebote hasta que alcanza su profundidad final. En los casos atractivo y neutro, la
diferencia entre densidades locales superior e inferior es menor, por ello no hay presencia
de rebote o es despreciable. Por medio de técnicas de velocimetria de imagen de particulas
(PIV) realizamos el seguimiento de las particulas desplazadas durante la penetracién del
proyectil, como se aprecia en el tercer esquema de la figura 3.5, la barra de colores muestra
la velocidad en escala adimensional de los vectores de velocidad de las particulas que se
desplazan debido al impacto, las particulas vecinas més proximas al proyectil son aquellas
que se desplazan con una velocidad mayor.

. Repulsivo < . « Atractivo
: ° =013 y : . 6=027 °

. | .
. et S PR e s
. t lr el toe=047 7"

Neutro

Figura 3.5: Cambio en la densidad local o (medida en imanes/cm?) de la cama granular en la regién
superior e inferior del proyectil cuando la méxima profundidad de penetracién es alcanzada en los tres
casos. Las regiones rectangulares fueron seleccionadas siguiendo un anélisis andlogo al que se propone en

La figura 3.6 muestra la profundidad de penetracién del intruso z y su velocidad
v como funcién del tiempo ¢, para los tres tipos de proyectil cayendo a partir de una
altura h e impactando con velocidad vg. Cada curva representa el valor promedio de 5
trayectorias obtenidas experimentalmente, la varianza correspondiente es s? = 0.94. Las
curvas de velocidad se obtuvieron de la primera derivada de z. Notemos que la cinematica
descrita anteriormente se reproduce para las diferentes velocidades de impacto: i) maxima
profundidad de penetracion seguida de oscilaciones en el proyectil repulsivo debido a la
compactacion de la cama y la respuesta eldstica, ii) mayor desaceleracién para el proyectil
atractivo, el cual se detiene a tiempos mas cortos (0.06-0.08 s), y iii) mayor profundidad
de penetracién para el proyectil neutro. En todos los casos, z(t = 0) = 0 corresponde a la
superficie de la cama y vp = v(t = 0) a la velocidad de impacto. Los valores positivos para
v(t) se observan tnicamente para el proyectil repulsivo, éstos corresponden al rebote del
proyectil cuando se mueve en direcciéon contraria a g. Este tipo de dindmica oscilatoria se
ha observado en la penetracién de un objeto en un fluido miscelar viscoelastico [8]. Los
valores més grandes de v(t = 0) para el caso atractivo reflejan la atraccién magnética de la
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cama que incrementa ligeramente la velocidad de impacto del proyectil. En la figura 3.7 se
muestra la dindmica de penetracién para los experimentos realizados con proyectiles con
masa Mo, notemos que en este sistema se reproduce el comportamiento discutido para los
tres casos anteriormente.

a) Repulsivo b) Atractivo c) Neutro

-500+ T T T T
0 0.1 02 03 04 05

t(s)

Figura 3.6: Dindmica de penetracién experimental para interacciones a) repulsiva, b) atracttiva y c)
neutra con proyectiles (p = 3.28 g/cm?’) penetrando desde diferentes alturas h, z = 0 corresponde a la
superficie de la cama granular. La maxima profundidad se alcanza aproximadamente a 0.1 s para los tres
casos. El caso repulsivo se caracteriza por oscilaciones en la dinamica de penetracién, con velocidades
positivas correspondientes al rebote del proyectil. Note que el proyectil neutro penetra més profundo en
los tres casos.
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Figura 3.7: Dindmica de penetracién para interacciones a)repulsiva, b)atractiva y c)neutra para experi-
mentos con proyectiles (p2 = 5.2 g/cm®) penetrando desde diferentes alturas h.
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En las figuras 3.8 y 3.9 se presenta la comparacién entre los tres tipos de interaccién
para diferentes energias de impacto con los proyectiles con densidad p y p2. Ademas en
las figuras 3.10, 3.11 y 3.12 se presenta la comparacion entre proyectiles con diferente
densidad y su dindmica para cada tipo de interaccién y energia de impacto. Note que en
el caso repulsivo, el comportamiento del proyectil durante la penetracion es similar al caso
con el proyectil con menor densidad pero los rebotes disminuyen. Para el caso atractivo y
neutro, la aceleracién y profundidad final son mayores.
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Figura 3.8: Comparacién de z vs t de los tres tipos de proyectil impactando desde distintas alturas,
el color de la curva representa el tipo de proyectil, la densidad de los proyectiles es p = 3.28 g/ cm®. La
convencién de colores es: negro-repulsivo, verde-neutro y rojo-atractivo.
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Figura 3.9: Comparacién de z vs t de los tres tipos de proyectil impactando desde distintas alturas,
el color de la curva representa el tipo de proyectil, la densidad de los proyectiles es p2 = 5.2 g/cm®. La
convencién de colores es: negro-repulsivo, verde-neutro y rojo-atractivo.
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Figura 3.10: Comparacién de las curvas z vs t de proyectiles repulsivos con densidades p; = 3.28 g/cm?®

(linea azul) y pa = 5.2 g/cm® (Iinea roja). Notemos que los rebotes del proyectil disminuyen para p2 con
alturas de impacto h > 20 cm.
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Figura 3.11: Comparacién de las curvas z vs t de proyectiles atractivos con densidades p1 = 3.28 g/cm3
(linea azul) y p2 = 5.2 g/cm?® (linea roja).
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Figura 3.12: Comparacién de las curvas z vs t de proyectiles neutros con densidades p1 = 3.28 g/cm3
(linea azul) y p2 = 5.2 g/cm?® (linea roja).

De los gréaficos anteriores para los proyectiles con densidad p, nos enfocamos en tres
parametros y su dependencia con la velocidad de impacto: el tiempo total de penetracion
tp, la profundidad final zp para los tres casos, asi como la maxima profundidad zmnas
alcanzada por el proyectil repulsivo y la altura del primer rebote h, en el caso repulsivo.
En la figura 3.13 se muestra un esquema del criterio de evaluacion de dichos pardmetros.

Figura 3.13: Curva representativa z vs ¢ de un proyectil repulsivo. Se muestran los pardmetros de medicién
zr (profundidad final de pentracién), zmae (méxima profundidad de penetracién) y h, (altura de rebote).

La figura 3.14a muestra que ¢, ~ 0.1 s para los casos neutro y atractivo sin importar
el valor de vg. El tiempo de penetracién es practicamente constante e independiente de la
velocidad de impacto, este resultado también ha sido reportado para impactos en materia
granular con friccién convencional [78]. El proyectil repulsivo alcanza zpq, en un tiempo
similar, pero se mantiene rebotando hasta alcanzar su profundidad final zp. Este periodo
de rebote prolongado para bajas velocidades de impacto y mayor desaceleraciéon para
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altas velocidades de impacto es similar a la respuesta a la deformacién de un liquido
shear-thickening [75]. Por otro lado, la figura 3.14b muestra que zp incrementa con la
altura de impacto para los tres casos. Asi como z,q; para el caso repulsivo. El gréfico
log-log correspondiente en la figura 3.14c sugiere que zp = Avl con p ~ 2/3 en el rango
100 cm/s< vg <600 cm/s. Ademds la altura de rebote h, muestra saturacién y alcanza
un valor constante, ver figura 3.14d. Estos ltimos resultados han sido encontrados en el
caso de esferas sélidas impactando fluidos miscelares viscoeldsticos [8]. Sin embargo, estas
observaciones solo son véalidas en un rango de velocidades de impacto muy corto ya que por
limitaciones experimentales no podemos ampliar este rango de velocidad de impacto. Por
esta razén, desarrollamos las simulaciones numéricas necesarias para explorar la dindmica
de penetracion en los tres escenarios en un rango mas amplio como veremos en la siguiente
seccién.
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Figura 3.14: Resultados experimentales. a) Tiempo de penetracién 7 vs altura de impacto h para los
tres tipos de proyectil. El tiempo méximo de penetraciéon para el caso repulsivo se muestra con el simbolo
o. El tiempo total de penetracién para el caso repulsivo (puntos rojos) es mayor debido a los rebotes
que presenta. Para los casos atractivo y neutro 7 es aproximadamente constante. b)Profundidad final de
penetracién como funcién de h para los tres proyectiles. ¢) Gréafico log-log para zmaes Vs vo para el caso
repulsivo comparado con zp para lo tres proyectiles. La pendiente de las curvas es 1/3. d) La altura
promedio de rebote del proyectil negativo tiene un valor ~2.3 cm. La leyenda a colores de a) es vélida en

b) y c).
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3.4.2. Resultados obtenidos mediante simulacién

En la figura 3.15 se muestran los resultados obtenidos por medio de las simulaciones
de dindmica molecular (MD) para proyectiles que caen desde h = 0 a 800 ¢cm por encima
de la cama granular magnética. El coeficiente de friccién puy en (3.6) se estimé numéri-
camente para cada tipo de intruso con el fin de obtener el mejor ajuste con las curvas
experimentales. Para el proyectil repulsivo pr =0.42, para el atractivo pui =0.36 y para
el caso neutro p;, =0.28. Ademds se consideré el momento magnético p,, =0.56 mA /m?
obtenido experimentalmente. Un resultado importante es que las trayectorias mostradas
en la figura 3.15 reproducen las observaciones experientales para cada tipo de interaccion.
Notemos que las aproximaciones numéricas nos permiten investigar alturas de impacto
mayores a 170 cm, que fue el rango experimental maximo.
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Figura 3.15: Se muestran los resultados para z vs t obtenidos de las simulaciones de dindmica molecular
(MD) para los tres tipos de interaccién: repulsiva, atractiva y neutra, para diferentes alturas de impacto.

En la figura 3.16a mostramos una comparacién entre los resultados obtenidos experi-
mentalmente y por simulacién, notemos que las simulaciones reproducen los valores en-
contrados experimentalmente para el tiempo total de penetracién 7, mostrando un com-
portamiento independiente de la velocidad. La tnica diferencia es que las simulaciones no
reproducen el pico experimental para h ~ 20 cm observado experimentalmente en el caso
del proyectil repulsivo, es posible que en las simulaciones el coeficiente de friccién no se ha
reproducido de manera 6ptima, ademés numéricamente se consideraron granos perfectos,
ya que para realizar la simulacion se asume el modelo de carga, el cual como hemos visto
es un modelo ideal. La profundidad de penetracion zr como funcién de h presenta un buen
acuerdo con los experimentos en el rango h=0-170 c¢m, ver figura 3.16b. Sin embargo, en
lugar de una ley de escala de potencias como se mostré en los resultados experimentales
de la figura 3.14c, zp se describe mejor en un rango mas amplio de i por medio de una
dependencia logaritmica de la forma

2F = 2o + blog(h) (37)

donde b y zy son parametros de ajuste. El ajuste propuesto para los experimentos (curva
verde a trazos en la figura 3.16b) falla para valores grandes de h. Las simulaciones también
confirman que la altura de rebote h, alcanza un valor constante, figura 3.16¢, pero en este
caso h, =~ (3.3£0.2) cm, que es mayor al valor hallado experimentalmente. Notemos que
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las simulaciones nos han permitido evaluar nuestros resultados experimentales, ademas
permiten la extrapolacién de los datos con el fin de predecir el comportamiento fisico de
nuestro sistema en un rango de impacto mayor al evaluado exprimentalmente.
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Figura 3.16: Resultados numéricos: a) Tiempo de penetracién 7 vs h para los tres tipos de intruso
obtenidos por MD y comparados con los datos experimentales. b) Profundidad final de penetracién zr como

funcién de h. Las lineas sélidas corresponden con un ajuste logaritmico de la forma zrp = zo + blog(h).

. 1/3 . .
La linea a trazos corresponde con zp oc h%/3(x vo/ ) que Unicamente presenta un buen ajuste con los

datos en el rango experimental de alturas de impacto. ¢)h, vs h obtenidos por MD comparado con datos
experimentales. Las simulaciones confirman que la altura de rebote h, alcanza un valor constante.

Las simulaciones numéricas también permitieron explorar el efecto que se produciria
en la dindmica del proyectil si cambiamos la magnitud de la magnetizacién de las particu-
las. Esta herramienta computacional presenta una ventaja considerando que cambiar sis-
tematicamente el momento dipolar magnético de los imanes es complejo desde el punto de
vista experimental. En la figura 3.17 se muestran ejemplos de camas granulares repulsivas
construidas numéricamente para diferentes valores de la magnitud de magnetizacién M.
El valor de M fue normalizado con M., €l cual corresponde con el valor experimental
de jt,, = 55 mA /m?. Esto significa que M /M4, = 1 corresponde con una cama granular
equivalente a la cama experimental, primer cuadro de la figura 3.17. Cuando el valor de
M se reduce en las simulaciones, las particulas magnéticas se encuentran mas cerca unas
con otras y por tanto la densidad de la cama aumenta considerablemente. Para el caso
M /Mpa: =0.01, la mayoria de los granos estdn en contacto debido a que la repulsién
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magnética entre ellas se vuelve despreciable, como si se tratara de un medio granular
convencional. Experimentalmente es complejo modificar sistematicamente la magnitud de
la magnetizacién de la cama granular, por ello con las simulaciones se puede predecir el
comportamiento asociado para diferentes valores de M.

Figura 3.17: Usando dindmica molecular (MD) se construyen camas granulares con diferentes magni-
tudes de magnetizacion M/Mpmae. El caso M /Mmaz = 1 corresponde con el valor de la magnetizacién
experimental.

La figura 3.18 muestra z vs t para los tres tipos de interaccién de un intruso que se
deja caer desde una altura h = 100 cm. Notemos que cuando la magnetizacion se reduce al
minimo valor (M /My,q, = 0.01), los tres tipos de proyectil alcanzan la misma profundidad
de penetracion, es decir, z ~ 5 cm. Esto se puede entender si consideramos que al reducir
la magnetizacién aumenta la densidad de la cama granular (también hay contacto entre
los granos) y por tanto el proyectil debe desplazar una mayor cantidad de granos durante
la penetracién del medio. Esto indica que cuando la magnetizacién es despreciable, los
tres tipos de interaccién presentan una dindmica tipo neutra y la profundidad final de
penetracion es aproximadamente igual para los tres tipos de proyectil.
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Figura 3.18: Dindmica de penetracién obtenida por medio de simulaciones numéricas (MD) para inter-
acciones repulsiva, atractiva y neutra en camas granulares con granos con magnetizacién M variable.

Es importante mencionar que la densidad de la cama granular no es homogénea y
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presenta un efecto de saturacién tipo Janssen, es decir, incrementa con z, como se mostré
en [6]. La figura 3.19 muestra la fraccién de volumen como funcién de z obtenida por
medio de andlisis de imagenes de las cuatro camas granulares presentadas en la figura
3.17. Notemos que la fracciéon de volumen experimental (linea negra) tiene una buena
aproximacién con el valor obtenido por medio de simulaciones (linea roja), donde ¢
incrementa desde 0 hasta ~0.2 en el fondo de la cama granular. La maxima fraccién
de empaquetamiento se obtiene cuando M/M,.,; <0.1, con ¢ ~0.82, lo cual refleja el
hecho de que los imanes cilindricos que forman la cama granular presentan un arreglo
tipo hexagonal en el fondo de la cama. El factor de empaquetamiento cerrado hexagonal
(hexagonal close packing) para un arreglo de discos dos dimensional es ¢pep = 7/v/12 de
acuerdo con [84], sin embargo debido a los efectos de confinamiento generados por las
paredes frontales y laterales de nuestro sistema y el campo magnético de las particulas no
es posible alcanzar el estado de cristalizacion perfecto en nuestro sistema, para alcanzar tal
estado se requiere un proceso de cristalizacién granular inducida por cohesién magnética
[85]. La figura 3.19b muestra que zp disminuye cuando la magnetizacién se reduce en los
tres tipos de proyectil, esto se debe a que al incrementar la fraccién de empaquetamiento
de la cama granular, el nimero de contactos entre granos también incrementa y por lo
tanto, el proyectil debe desplazar un volumen mayor de granos mientras penetra el medio,
lo cual reduce su profundidad de penetraciéon. Ademads en la figura 3.19¢ se muestra
que la magnitud del primer rebote h, en el caso repulsivo alcanza un valor maximo
cuando M /M,,q.~0.2 y después dismimuye para valores de magnetizaciéon mayor. Estos
resultados muestran que es posible alcanzar un sistema 6ptimo cuando M /M,,4,~0.2, ya
que conforme aumenta la magnetizacion del sistema también cambia el niimero de granos
magnéticos que interactian, como se observa en la figura 3.17). Por ello el proyectil debe
desplazar més granos magnéticos mientras penetra el medio granular. Las fuerzas de
peso, empuje y friccién que compiten determinan la respuesta del sistema.

a) b) c)
M / Minax 1 — 4
_ 14mMps:—1 —os5 01— 001 ] . ]
e JExp: —1 154 N
5 0.8+ i L N Al 3 *
£ 1 1" A . | * * *
3 0.6 €10 ° E
s ] §7 7,4 e ¢ B2 % * K
'g 044 o 1 ‘. ° < |
b} ] Be
g 0.2 57 m  Neutral 1%
£ ] A Attractive |
] ] e Repulsive
oy 0 ‘ ‘ S 0 ‘ — ‘ :
0 6 12 18 24 30 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z (cm) M/Mnax M/Mmax

Figura 3.19: Efectos de la magnetizacién: a) Fraccién de volumen ¢ como funcién de z en camas granulares
magnéticas generadas por medio de simulaciones numéricas (MD) para diferentes valores de M. También
se muestra el caso experimental M/ Mpqez = 1.Db) zr vs M para los tres tipos de interaccién. ¢) Magnitud
de la altura del primer rebote h, para el caso repulsivo como funcién de M/Mpqz.

Finalmente, para tomar en cuenta el efecto de la friccion debido al confinamiento, el
término de friccién se tomé como py =0.01 para las paredes frontal y trasera. La figura
3.20 muestra instantdneas tomadas de las simulaciones para los tres proyectiles y sus
correspondientes trayectorias para h = 20 cm. Confirmamos que para los tres casos, el
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proyectil se hunde en la cama granular fluidizada hasta alcanzar el fondo del contenedor,
mientras que los granos sin friccién se mantienen en movimiento debido a que la disipacién
de energia cinética generada por el impacto es despreciable.

Repulsivo Atractivo Neutro

Figura 3.20: Instantdneas mostrando la dindmica de penetracién de los tres proyectiles (repulsivo, atrac-
tivo y neutro) considerando particulas sin friccién. Los resultados se muestran para h = 20 cm. En los tres
casos el proyectil alcanza el fondo de la cama granular.

Es posible distinguir una oscilacién en la trayectoria del proyectil repulsivo en la figura
3.21a, similar a las oscilaciones observadas durante el movimiento transitorio de una esfera
penetrando una solucién acuosa altamente eldstica [9]. El rebote cuando h =33 cm se
debe al impacto del proyectil con el fondo del contenedor de la cama granular. En este
punto, es importante recalcar que los resultados numéricos presentan buen acuerdo con
los experimentos, donde la friccién con las paredes laterales no puede inhibirse debido a
la torca que se produce por el campo magnético actuando sobre los dipolos magnéticos de
los granos. Esta fricciéon genera una rapida disipacién en la energia cinética del proyectil.
La figura 3.21b muestra la evolucién temporal de la energia cinética (KE) del proyectil y
la cama granular normalizada con la energia cinética del proyectil en ¢t = 0, estos datos se
obtuvieron por medio de técnicas de seguimiento de particulas de los videos experimentales
con los tres tipos de proyectil cayendo desde una altura h = 20 cm. En el momento del
impacto KE/KFEy = 1 para el proyectil y 0 para los granos de la cama granular. Después
del impacto, el proyectil transfiere energia a los granos. Sin embargo, la energia acumulada
en la cama granular nunca alcanza el valor K Fy ya que una fraccién de la energia es
disipada debido a la fricciéon de los granos con las paredes de la celda. Por ejemplo, en
el caso del proyectil repulsivo (con linea a trazos negra en la figura 3.21b), se muestra
una transferencia de ~ 60 %, lo cual indica que el 40 % restante se disipa en el sistema
debido a la friccién con las paredes y las interacciones electromagnéticas entre los granos.
Notemos ademés que a cualquier tiempo t, la suma de energia de los granos siempre es
menor que el 20% de la energia de impacto, esto indica una répida disipacién de energia
con las paredes. Durante la penetracion del medio, toda la energia cinética sera disipada y
el proyectil y las particulas alcanzardn el reposo. Estos resultados muestran que aunque en
nuestro sistema no hay colisiones cuerpo-cuerpo entre particulas, el sistema es altamente
disipativo debido al confinamiento lateral.

53



Liquido granular magnético
3.4 Resultados

a) b)
10—
0 . Y
\“ Proyectil ui)
= _ \ — Repulsivo X
5 10 \ m— Atractivo E
~ Neutro v

|
N
o

Granos
—- R
A

=== N

0 — .
0 0.1 0.2 0.3

|
w
o

Figura 3.21: Resultados numéricos: a)Gréficos z vs ¢ mostrando la dindmica de los tres proyectiles con
particulas sin friccién considerando los casos repulsivo (curva negra), atractivo (curva roja) y neutro (curva
verde). b) Se muestra la evolucién temporal de la energia cinética (KE) para el proyectil (curvas sélidas:
negro-repulsivo, rojo-atractivo, verde-neutro) y los granos de la cama granular (curvas a trazos: azul-
repulsivo, anaranjado-atractivo, verde-neutro), la energia KE estd normalizada con la energfa de impacto
del proyectil en t = 0 (K Ep). La energia acumulada K F representa la suma de la energfa cinética méxima
de los granos que han interactuando con el proyectil desde ¢ = 0 hasta un tiempo ¢, para los tres casos:
repulsivo (linea a trazos negra), atractivo (linea a trazos verde) y neutro (linea a trazos anaranjada). La
energia cinética de los granos es la suma de las energias de todos los granos a un tiempo t. En esta figura
h = 20 cm. La energia acumulada representa la trasferencia de energia relativa en el sistema. Por ejemplo,
el proyectil repulsivo transfiere al sistema aproximadamente el 60 % de su energfa, esto indica que el 40 %
restante se disipa debido a la friccién con las paredes de la celda.

3.4.3. Modelo

Los resultados anteriores muestran similaridades entre la dindmica reportada aqui y la
penetracién de un proyectil en un fluido miscelar viscoeldstico [8]. Ademads el hecho que la
velocidad del proyectil repulsivo manifiesta oscilaciones nos indica que un buen candidato
para representar la fuerza de arrastre es el modelo de Maxwell discutido anteriormente.
Es necesario aclarar que se intentaron diferentes aproximaciones y propuestas a fin de
encontrar un modelo tedrico y se concluyé que el modelo de Maxwel era suficiente y que
no era necesario construir por nuestra cuenta otro modelo, ya que como se comenté el
modelo de Maxwell es suficiente para dar una buena descripcién del sistema. Por tanto, la
dindmica del proyectil considerando la respuesta de la cama magnética puede ser descrita
con la ecuacién de movimiento de un oscilador arménico amortiguado:

mZ=mgo — kz — 52 (3.8)

La ecuacion puede ser reescrita en la forma:

54202 + w?z = go (3.9)

con A = (3/2m y w? = k/m la frecuencia angular. Aqui, gy es una aceleracién de la gravedad
modificada que incluye el efecto repulsivo o atractivo de la cama granular sobre el proyectil
cayendo. Esta ecuacion es una ecuacién diferencial de segundo orden no-homogénea, cuya
solucién general consta de la solucién de la ecuacién homdgenea z,(t) méds una solucién
particular z,(t):
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2(t) = 2z (t) + 2p(1) (3.10)

Caso homogéneo

Para el caso homogéneo se tiene la ecuacion

F=420+w?2 =0 (3.11)

para hallar la ecuacién caracteristica proponemos z = €™ (con 2 = me™, 2 = m2e™),

sustituyendo en 3.11, se encuentra

m? 4+ 2 m +w? =0 (3.12)

cuya solucion es:

my = —A+ VA2 —w?
ma = —A— VA — w?
2

Se pueden distinguir tres casos posibles dependiendo del signo algebraico de A2 — w?.

(3.13)

» A2 —w? > 0. Se dice que el sistema estd sobreamortiguado debido a que el coeficiente
de amortiguamiento 5 es muy grande comparado con la constante del resorte k. La
solucién correspondiente de la ecuacién (3.11) es z(t) = c1e™ + coe™2t o

2(t) = e M (clev AP L e )‘2*“%) (3.14)

esta ecuacién representa un movimiento suave y no oscilatorio.

» \2 — w? = 0. El sistema esté criticamente amortiguado porque cualquier ligera dis-
minucién en la fuerza de amortiguamiento daria como resultado un movimiento
oscilatorio. La solucién de (3.11) es z(t) = c1e™t + cote™t o

2(t) = e M (¢1 + eat) (3.15)

= A2 — w? < 0. El sistema estd subamortiguado, debido a que el coeficiente de amor-
tiguamiento es pequeno comparado con la constante del resorte. Este es el caso
que encontramos en nuestro sistema. Cuando esto ocurre, las raices m; y ms son
complejas:

mi=a-+h
! ‘ (3.16)
mo = a — bi

la solucién para cada rafz estd dada por zp,, (t) = e® cos(bt) y zm,(t) = e sen(bt)
respectivamente, por tanto la solucién general es zp(t) = 2z, (t) + 2m, (t) 0 bien

95



Liquido granular magnético
3.4 Resultados

2 (t) = €™ (cicos(bt) + casen(bt)) (3.17)

identificando a = —\ y b = vw? — A2 en ecuacién (3.13) y sustituyendo en la expre-
sién anterior, encontramos que la solucién para la ecuacion diferencial homogénea
es

zp(t) = e M (01 cos ( w? — )\Qt) + casen ( w? — )\2t>) (3.18)

Una forma alternativa para la ecuacién (3.18) se expresa como:

zp(t) = Ae Msen (\/ A2 — w2t + qﬁ) (3.19)
donde A = \/cf + c3 y el dngulo fase es determinado de las ecuaciones

sin ¢ = %7 cos ¢ = %2 (3.20)

El coeficiente Ae* a veces es llamado amplitud de amortiguamiento de vibraciones.
Dado que la ecuacién (3.19) no es una funcién periédica, el nimero 2w /vw? — A2 es
llamado cuasi periodo y vw? — A2 /2w es la cuasi frecuencia. El cuasi periodo es el
intervalo de tiempo entre dos maximos sucesivos de z(t).

En este caso, el proyectil deberia oscilar dentro del fluido con una amplitud decreciente
en el tiempo. La solucién se presenta a continuacién.

Caso particular

La ecuacion a resolver es de la forma:

420+ w2 = go (3.21)

Tal ecuacién es de la forma

an2™ + an_1207Y 4 azW 4 agz = g(a) (3.22)
Si g(x) = cte, se propone una solucién particular de la forma
zp(t) = A” (3.23)

Sustituyendo esta solucién en la ecuacién (3.21) se encuentra que A* = go/w?.

Solucién

Finalmente la solucién de 3.9 estd se expresa como la suma de las ecuaciones (3.19) y
(3.23):

2(t) = % + Aexp(—At)sin (t\/ w2 — A2 + qﬁ) (3.24)
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Por otro lado, para la condicién A\? —w? > 0, el proyectil se detiene sin oscilar siguiendo
la ecuacién:

z(t) = % + Aexp(—At)sinh (t\/ w2 — A2+ QS) (3.25)

Las constantes A y ¢ se pueden hallar analiticamente usando las condiciones iniciales
z2(t =0) =0, 2(t = 0) = vy, y la posicién de equilibrio final z(t = co) = zp. Las constantes
elastica y viscosa equivalentes A y w son parametros libres.

Los resultados experimentales fueron ajustados con el modelo anterior usando
Mathematica y comparados con las simulaciones numéricas, los resultados se muestran
en la figura 3.22. Por claridad, inicamente se muestran los resultados para dos alturas
de impacto h = 20 cm y h = 120 cm. Para el caso repulsivo y atractivo usamos la
ecuacién (3.24) y para el caso neutro la ecuacién (3.25). Notablemente, las principales
caracteristicas dindmicas de los datos experimentales (oscilaciones amortiguadas y
trayactorias sobreamortiguadas) son bien reproducidas por el modelo y también por
las simulaciones numéricas. Para el modelo ajustado, encontramos que las constantes
elastica y viscosa equivalentes para el caso atractivo deben ser mayores que los valores
correspondientes para los casos repulsivo y neutro, reflejando el hecho que el tamano
efectivo del proyectil atractivo incrementa cuando los imanes se adhieren a la superficie
del proyectil, figura 3.23. Ademds estos pardmetros indican que la rigidez del sistema esta
determinada por el balance entre ellos.

Repulsivo Atractivo Neutro
0 *t ®  Experimento 0= ®  Experimento 0 Experimento
1 —=—- Modelo 1 \ ———- Modelo 1\ ———- Modelo
“\\ Simulacion 1 % Simulacion 1 N Simulacion
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Figura 3.22: Dindmica de penetracién de los tres proyectiles (repulsivo, atractivo y neutro) obtenida de
los experimentos (puntos) y su comparacién con el modelo (linea a trazos) y las simulaciones (linea sélida).
Los resultados se muestran para h = 20 cm y h = 120 cm.
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Figura 3.23: Se muestran los pardmetros libres A y w como funcién de h para los tres tipos de proyec-
til. Note que ambos parametros son considerablemente mayores en el caso del proyectil con interaccién
atractiva, reflejando que el tamano efectivo del proyectil aumenta cuando penetra el medio granular.

3.5. Discusion

Una vez presentados los resultados obtenidos en la investigaciéon de este sistema,
presentamos una discusién sobre lo reportado. Tipicamente, el impacto de un objeto
sélido en fluidos newtonianos [86] o en materiales granulares [68] involucra el nimero de
Froud, Fr = v}/gd, donde g es la aceleracién gravitacional, vy la velocidad del proyectil y
d su didmetro. En la referencia [8], se mostré que para describir la dindmica de impacto de
una esfera sélida cayendo en un fluido miscelar viscoeldstico, se requiere tomar en cuenta
los efectos de elasticidad. Introduciendo el niimero de Froude eldstico como la razén entre
la energfa cinética y la energfa eldstica, Fe = Apv?/G, donde Ap es la diferencia entre
las densidades del proyectil y el medio granular y G es el médulo elastico del fluido, se

encontré que la profundidad méxima antes del rebote, z,, escala como z, ~ F et/ 3 es decir

Zp X v(z)/ 3 En este tipo de fluidos, los polimeros o tubos micelares son los responsables de
la elasticidad en el medio, generando una afuerza restauradora que hace que el proyectil
rebote [8, 9]. En nuestro caso, la respuesta eldstica es debido a la naturaleza de la fuerza
magnética que incrementa cuando la distancia radial r entre los imanes disminuye,
con una dependencia proporcional a 1/r%. Por tanto, la ley de escalamiento encontrada
en 3.14c esta asociada con la respuesta elastica equivalente de la cama granular magnética.

Por otro lado, para velocidades de impacto mayores, la saturacién logaritmica de
zr vs h encontrada por medio de las simulaciones numéricas en la figura 3.16b indica
que nuestro medio granular se vuelve mas resistente a la penetracién conforme la razon
de deformacién incrementa. Este comportamiento reolégico es similar a la respuesta
a la deformacién tipo shear thickening de un fluido no newtoniano [75]. Cuando la
compresién debido al impacto es lenta, la matriz de granos tiene suficiente energia
para generar un reordenamiento en sus posiciones y los granos pueden alcanzar zonas
de menor energia potencial. Este reordenamiento no es posible cuando la compresion
es rapida, ya que la matriz de imanes queda arrestada localmente debido a la torca
generada sobre cada iman y por tanto aumentando la fuerza de friccién sobre las
paredes. Ademads, el incremento en la densidad a mayores profundidades de penetracién
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reportadas en la figura 3.19a también contribuye a la resistencia del medio a ser penetrado.

Respecto a la altura de rebote h,, uno podria pensar que su magnitud deberia
aumentar con la velocidad de impacto vy debido a que méas granos se comprimen
mientras el proyectil se hunde. Sin embargo, los experimentos muestran que h, alcanza
un valor constante. Ademds, los granos magnéticos por encima del proyectil actian
como mecanismo de amortiguamiento del rebote del proyectil. En el caso de los fluidos
miscelares viscoeldsticos [8], el valor constante de h, ha sido asociado a los efectos de
confinamiento. Dado que el confinamiento es esencial en nuestros experimentos para evitar
el colapso de la cama magnética, este valor también deberia tener un efecto importante.
En efecto, en un material granular tipico, la energia cinética durante el impacto se disipa
debido a la friccién entre los granos. Pero, en nuestro sistema no hay contacto directo
entre granos y el proyectil, asi que la energia disipada se asocia con la friccién entre los
granos y las paredes de la celda. Sin fricciéon o confinamiento, el proyectil deberia hundir-
se a través del medio granular sin presentar rebotes, tal y como se mostré en la figura 3.21a.

Las dinamicas de penetracién repulsiva y atractiva observadas en nuestros experimen-
tos son semejantes a dindmicas complejas observadas en otros escenarios. Por ejemplo,
particulas de polvo cargadas en medios donde experimentan interacciones electrostaticas
de largo alcance que producen efectos como levitacién, aglomeracion, repulsién y captura
de particulas [87]. También, la atraccién de imanes a la superficie de proyectiles atractivos
es analogo a los procesos de atrapamiento de particulas inducidas por fuerzas cohesivas
cuando burbujas de aire se mueven en un liquido con micro particulas suspendidas, o bien,
nano particulas magnéticas encapsuladas y dirigidas por medio de campos magnéticos [3].
Similarmente, se encuentran los procesos de burbujas de aire generadas por chorros de gra-
nos que penetran agua, y son desacelaradas debido al pegado de los granos en la superficie
de las burbujas [88]

3.6. Conclusiones sobre el estudio de impacto en un medio
granular repulsivo

El impacto y penetraciéon de un proyectil en una cama granular magética repulsiva
se estudié experimentalmente y por medio de simulaciones numéricas usando dindmica
molecular. Por primera vez, una interaccion de largo alcance entre el intruso y la cama
granular ha sido estudiado y analizado sistematicamente. En un medio granular donde la
friccién entre particulas y las colisiones son los principales mecanismos de disipacién de
energia, la méxima penetracién zp de un proyectil escala con una ley de potencias a la 1/3
de la energia de impacto del proyectil, es decir, zp hi/3 [78]. En nuestro sistema donde
no hay fricciéon ni colisiones cuerpo-cuerpo entre las particulas, el inico mecanismo de
disipacién de energia es la friccion con las paredes que confinan los granos. Encontramos
que la ley de potencias a la 1/3 escala adecuadamente en rango corto de alturas de
impacto que corresponde con el rango experimental. Por otro lado, las simulaciones nos
permitieron encontrar que el proyectil se puede hundir hasta el fondo de la cama granular
cuando el término de friccion con las paredes de la celda es despreciado, y se comporta
como si el sistema fuera un liquido. Cuando la magnetizaciéon de los granos de la cama
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granular se reduce, la fracién de empaquetamiento de la cama aumenta y la dindamica
de los tres tipos de interaccién ya sea repulsiva, atractiva o neutra, es similar. Debido
a la presencia de interacciones magnéticas, la fuerza depende de la distancia r entre las
particulas magnéticas como 74, asf la energfa potencial repulsiva de los imanes incre-
menta cuando la cama granular se comprime debido al impacto del proyectil, generando
una fuerza restauradora que hace que el proyectil rebote en la cama. Esta dindmica es
similar a la dindmica con rebotes que se ha encontrado en proyectiles impactando fluidos
miscelares viscoeldsticos [8, 9] y que ha sido descrito por medio del modelo de Maxwell,
el cual es capaz de reproducir la dindmica de penetraciéon encontrada experimentalemente.

El estudio de sistemas granulares con particulas magnéticas se ha ocupado para
representar la dindmica de varios tipos de sistemas, por ejemplo, la descarga de granos
que se repelen entre si a través del orificio de un sistema bidimensional [27, 6], lo cual es
similar al flujo de autos a través de un embotellamiento. En otro contexto, las interac-
ciones repulsivas o atractivas reportadas en nuestro estudio pueden ser ilustrativas para
describir la sorprendente y compleja dinamica de pequenas particulas de polvo cargadas
en medios espaciales, donde la levitacion, transporte rdapido, repulsion de particulas,
eyeccién y captura pueden ser observados [87]. Por otro lado, el caso atractivo puede ser
util para estudiar los procesos de aglomeraciéon de particulas coloidales en suspensiones
eléctricamente cargadas. O bien, la estructura densa de imanes milimétricos muestra
una respuesta a la deformacién similar a los sélidos en la fisica de materia condensada,
cuya respuesta depende de la estructura cristalina del arreglo [89]. Con esto, creemos
que nuestro estudio puede contribuir a futuras investigaciones en materia granular con
interacciones de largo alcance. Ademds los granos magnéticos que se repelen pueden ser
usados para desarrollar un nuevo tipo de amortiguador granular magnético [20] con el
fin de evitar el desgaste de las particulas que se produce en amortiguadores granulares
clasicos [90].
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Capitulo 4

Perspectivas: gas granular
magnético bidimensional

Como se ha visto en los capitulos anteriores, la materia granular puede exhibir
comportamientos andlogos a los que se observan en sélidos y fluidos, dependiendo de la
energia de los granos. En el capitulo 2, se mostré que granos magnéticos en reposo se
agrupan en continuo contacto entre ellos, de tal modo que el sistema es muy parecido
a un soélido. Sin embargo, cuando los granos pueden moverse libremente, reduciendo los
contactos cuerpo a cuerpo entre ellos, el sistema es semejante a un fluido, como vimos
en el capitulo 3. En lo que refiere al estado gaseoso en materia granular convencional, las
colisiones binarias dominan la dindmica del sistema, de tal modo que los granos se mueven
aleatoriamente y se dice que se comportan como un gas granular. Pero, para alcanzar
estos estados, es necesario inyectar energia continuamente al sistema. Sabiendo esto,
nos preguntamos que ocurriria si tuviéramos un sistema granular magnético sometido a
inyeccién externa de energia y donde no hubiera colisiones cuerpo-cuerpo entre los granos
que lo conforman.

En esta seccién, se presentan las perspectivas de estudio de un sistema granular
magnético vibrado verticalemente. Se muestran los resultados experimentales preliminares
relativos a un medio granular gaseoso con interacciones magnéticas repulsivas. Los granos
magnéticos se encuentran confinados en una celda Hele-Shaw sometida a vibracion ver-
tical, generando asi, una dindmica analoga a un medio gasesoso, pero con caracteristicas
no convencionales. Los granos son imanes cilindricos que se repelen entre si debido a la
configuracién experimental que hemos disenado.

4.1. Antecedentes

La materia granular es altamente disipativa y para que este tipo de sistemas alcance
un estado estacionario con energia cinética diferente de cero, es necesario suministrarle
energia continuamente. Esta inyeccién de energia se puede hacer a través de las fronteras
del sistema. En el caso de la materia granular magnética, se ha reportado que un método
experimental efectivo para suministrar energia en el sistema es por medio de la aplicacién
de campos electromagnéticos, lo cual da lugar a la formacién de estados homogéneos e
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inhomogéneos [91]. También, entre los métodos experimentales méas utilizado para inyec-
tar energia y fluidizar sitemas granulares convencionales confinados, es por medio de la
inyeccién de flujos de aire o bien, por medio de la vibracién (horizontal o vertical) de las
paredes. Tal vibracion induce energia al sistema y arrastra a las particulas debido a la
friccién con las paredes, de tal manera que los granos ganan energia durante las colisiones
con ellas y se genera una rica variedad de comportamientos granulares [7]. Por otro lado,
entre los modelos tedricos para analizar este tipo de inyeccién de energia se encuentra el
modelo de termostato estocastico, en donde a las particulas de la cama granular se les apli-
ca una fuerza estocdstica como bano térmico con el fin de alcanzar estados estacionarios y
homogéneos [92]. Aunque en fluidos y gases normales, estos fenémenos son bien compren-
didos, no ocurre asi con la materia granular. Uno de los mayores retos en la investigacién
en materia granular es encontrar una descripcion hidrodinamica para este tipo de efectos
y un paso indispensable para comprender esta teoria es determinar los pardametros de con-
trol adimensionales que gobiernan el fenémeno. En el caso de la materia granular vibrada,
uno de los pardametros mas adecuados para caracterizar cuantitativamente la fuerza de
vibracién es la aceleracion adimensional definida como

(27 f)* Ao
g

donde Ay es la amplitud de vibracion, f es la frecuencia y g es la aceleracion de la
gravedad. Si asumimos una vibracién sinusoidal, la aceleracién es a = (d/dt?) A sin(27 ft).

I = (4.1)

La herramienta tedrica para estudiar los gases granulares se encuentra en la teoria
cinética y en particular en la ecuacion de Boltzmann, la cual fue obtenida por Ludwing
Boltzmann en 1896. Después, fue modificada por Enskog al tomar en cuenta efectos de
volumen en gases. La ecuacién de Boltzmann-Enskog es una ecuacién integro diferencial
que proporciona la evolucion de la funcién de distribucién de velocidades de las particulas,
introduciendo los efectos de las colisiones entre particulas y asumiendo la hipotesis de
caos molecular, la cual admite que las particulas no estan correlacionadas antes de
su colisién [93], por tanto restringe su uso al limite diluido. Ademds, existen algunos
estudios donde la correlaciéon entre particulas se ha tomado en cuenta a partir de
modifiaciones en las ecuaciones de Liouville [94]. El modelo més simple para describir los
gases granulares consiste en considerar un conjunto de esferas duras inelasticas idénticas,
donde la disipaciéon se caracteriza por un coeficiente de restitucion que en general, se
asume que es independiente de la velocidad de las particulas; se define como la razén
entre el médulo de las velocidades relativas después y antes de la colision y puede tomar
valores entre 0 y 1, correspondiendo con los casos ineldstico y eldstico respectivamente.
Una vez que se ha definido el modelo y se ha establecido la regla de colisién entre las
particulas, la cual contiene la esencia fisica del sistema que se analiza, se puede obtener
por medio de la ecuacién de Boltzmann las ecuaciones para la evolucion de la densidad,
velocidad y energia del sistema. Notemos que la teoria para un gas granular magnético re-
pulsivo requeriria ademas informacion adicional para completar la descripcién del sistema.

Existen diversos reportes en la literatura sobre el estudio experimental y por simulacién
de materiales granulares vibro-fluidizados. De acuerdo con la presencia o ausencia de
gravedad [96], se han reportado ciertas fenomenologias. En microgravedad, se ha reportado
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experimentalmente la presencia de dos regimenes cinéticos: homogéneos y cimulos [95].
Numéricamente (MD) se han investigado gases granulares en gravedad cero, los resultados
muestran cuatro tipos de dindmicas: gaseoso, aglomerado parcial, aglomerado completo y
aglomerado con rebote, como se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1: Se muestran los regimenes que exhibe un sistema granular convencional en microgravedad
por medio de simulaciones con MD. I) estado gaseoso, I1) aglomeracién parcial, I1I) aglomeracién completa
y IV) aglomeracién con rebote. Figura tomada de [95].

Figura 4.2: Se muestran los regimenes que exhibe un sistema granular convencional en presencia de
gravedad. a) rebote, b) ondulaciones, c) efecto leidenfrost granular, d) rollos de conveccién y e) gas granular.
Figura tomada de [7].
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En presencia de gravedad, se ha reportado experimentalmente que un sistema confor-
mado por granos de vidrio contenidos en una celda cuasi bidimensional vibrada a diferentes
valores de I', exhibe una rica variedad de dinamicas, las cuales se dividen en cinco regiones:
rebote, ondulaciones, efecto leidenfrost granular, rollos de conveccién y gas granular [7],
como se muestra en la figura 4.2. Ademas, esta fenomenologia asi como sus transiciones
se pueden caracterizar por medio del pardmetro adimensional I" y el nimero de capas
F, los cuales se pueden llevar a una representacién grafica por medio de un diagrama de
fases, figura 4.3. Este diagrama, presenta los puntos criticos para las transiciones de fase
que ocurren en el sistema, mostrando un rango completo de fases que la materia granular
puede presentar.

............ 8

SRS, \\\\\\\\

Bouncing - ... ; -Undulations -
0/.//./"53 Wttt
0

5 F 10 15

Figura 4.3: Diagrama de fases experimental de un sistema granular cuasi bidimensional vibrado a dife-
rentes valores de I' como funcién del nimero de capas F'. Se muestran las regiones de rebote, ondulaciones,
efecto leidenfrost granular, rollos de conveccién y gas granular. La regién indicada en circulos rojos proxi-
mos al eje z muestra el regimen sélido. Figura tomada de [7].

En este capitulo, presentamos el enfoque de estudio de un sistema formado por
imanes cilindricos confinados en una celda Hele-Shaw, los granos magnéticos se repelen
entre si. El sistema es sometido a vibraciéon vertical con el fin de inyectar energia
generando un medio con caracteristicas andlogas a las de un gas granular. Sin embargo,
los granos no sufren colisiones cuerpo a cuerpo, sino que la interaccién se da a través
de los momentos dipolares de los granos. Este tipo de sistema cuasi dos dimensional
presenta un comportamiento efectivo para el cual la inyeccién de energia se produce
en casi todo el volumen del sistema. Los sistemas vibrados verticalmente, como ya se
menciond, presentan fases desordenadas tipo gas y para ciertos valores en la densidad
y bajas aceleraciones de vibrado, puede presentar agregados de particulas que pueden
organizarse en distintos patrones dependiendo de los pardametros de inyeccién de energia.
Asi que resulta interesante investigar cémo serd la dinamica del sistema experimental que
se presenta a continuacion.

Los parametros en los que enfocamos el andlisis de nuestro sistema son: a) la aceleracién
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adimensional I" (4.1), que describe la razon de la energia cinética inyectada al sistema por
medio de la vibracién desde el fondo del contenedor y la energia potencial asociada con el
desplazamiento de las particulas; y b) el nimero de capas N en el sistema.

4.2. Montaje experimental

Para el estudio de un gas magnético repulsivo se requiere una celda Hele Shaw
diferente a la usada en el estudio de un proyectil penetrando la cama granular, ya que
para este caso necesitamos inyectar energia de forma vertical mediante fuentes externas
controladas. Realizamos los disenios necesarios y adaptados a las condiciones en nuestro
laboratorio. Conseguimos construir una celda con capacidad de maximo 120 imanes y
las fuentes de suministro de energia alcanzaron un valor méximo de I' =16.2. Por lo que
como veremos a continuacién nuestros resultados preliminares quedan limitados debido a
dichas circunstancias.

e { Paredes repulsivas

I I Soporte " I I

Bocinas T

Generador de
funciones

4'

Amplificador

Figura 4.4: Montaje experimental: Sistema granular repulsivo cuasi dos dimensional vibrado vertical-
mente.

En la celda Hele Shaw con dimensiones 34 cmx44 cm, se introdujo un conjunto
de n = 120 cilindros magnéticos de neodimio de espesor t =2.040.02 mm, didmetro
d =3.0£0.02 mm y masa m =0.2 g. Las paredes frontales de la celda consisten en dos
placas de vidrio cuya separacion entre ellas es 2.10+£0.05 mm, las paredes laterales son
barras de aluminio con imanes de neodimio incrustrados en su interior y colocados a
una distancia de 1 cm entre cada uno, todos con sus dipolos orientados en direccion
perpendicular con las paredes de vidrio. Los granos se introducen dentro de la celda por
medio de un compartimento removible en la tapa superior de la celda, los imanes se
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introducen con sus dipolos magnéticos en la misma direccién (de la misma forma que se
present6 la configuracién en la seccion anterior para el estudio de un proyectil penetrando
una cama granular magnética repulsiva) con el fin de obtener interacciones repulsivas
entre los granos. La celda es soportada por dos pivotes con longitud de 79 cm montados
sobre bocinas instaladas en una estructura de madera que soporta todo el sistema, ver
figura 4.4. Una vez que se han introducido los imanes, el compartimento superior se cierra
de tal forma que los imanes quedan confinados. Para los experimentos, se varia el ntimero
de granos dentro de la celda desde n =20 hasta n =120. Una vez que los imanes estan
dentro de la celda, por medio de un generador de funciones conectado a las bocinas, se fija
una frecuencia de 12 Hz y se varia la amplitud de vibraciéon desde 100mV hasta 550mV.
Una vez que se pone a vibrar la celda, el movimiento de los granos es grabado por medio
de una cdmara de alta velocidad Photron Mini UX100 a 1000 cuadros por segundo (fps).

La celda se sometié a vibracién vertical mediante las dos bocinas conectadas en fase
y alimentadas con una senal sinusoidal de frecuencia f. La vibraciéon se caracteriza por el
parametro adimensional I" (4.1). El experimento se repiti6é para diferentes amplitudes de
vibracién y frecuencia constante. Experimentalmente hemos identificado cualitativamente
algunas dindmicas que han sido reportadas para medios granulares convencionales [7, 97],
tal fenomenologia se discute en la siguiente seccién donde se describen los fenémenos
observados, uno por uno y en el orden en que aparecen cuando la aceleracién adimensional
aumenta y por tanto la fluidizacién crece. Ademds, hicimos una revisién bibliogréfica
de la teorfa cinética de gases granulares [93, 98]. Por ello, concluimos que se requiere
determinar la funcién de distribucién de velocidades adecuada para la dindmica de este
sistema haciendo aproximaciones por medio de modelos continuos que toman como base el
modelo de gas ideal. Sin embargo, dadas las caracteristicas de nuestro sistema se requiere
una investigacién minuciosa para hallar un modelo que describa la fenomenologia del gas
granular repulsivo, este tépico contintia siendo un reto experimental y teérico. Nuestro
objetivo por el momento es presentar los resultados experimentales iniciales que podran
ser mejorados en el futuro. Pero es necesario insistir que para los objetivos de este trabajo,
lo aqui presentado es suficiente para presentar las bases de un trabajo posterior.

4.3. Resultados experimentales

De acuerdo con las condiciones experimentales de nuestro sistema, encontramos
que para una aceleracién adimensional I' < 2.3 el sistema granular repulsivo cuasi
bidimensional se comporta como un sélido, moviéndose con el fondo del contenedor y
sin que las particulas presenten movimiento fuera de sus puntos de equilibrio, como se
observa en las figuras 4.5, 4.6 y 4.7 para I' = 0.94 en los 6 casos analizados (n =20, 40,
60, 80, 100 y 120 particulas). Para que las particulas puedan salir de estas posiciones
se requiere que la aceleraciéon de vibracién de la celda supere la fuerza de gravedad y
la fricciéon con las paredes. Los valores de I' para los cuales la transicion de sélido a
rebote ocurre, se presentan al aumentar el valor de I' (variando la amplitud de vibracién
a >6.93 mm). Esta dindmica de rebote ha sido reportada en la literatura [7], donde
un sistema granular convencional cuasi bidimensional formado por esferas de vidrio es
vibrado verticalmente. De manera similar con nuestro experimento, la transicién de sélido
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a rebote ocurre cuando se incrementa el valor de I', sin embargo se encuentra que el
valor critico para tal transicién ocurre cuando I' > 1 y este valor incrementa conforme
crece el nimero de capas en el sistema. Incrementando el valor de I' en nuestro sistema,
se observa un fenémeno similar a las ondulaciones cuando I' > 5.7 (ver figuras 4.5,
4.6 y 4.7) y es méas marcado tal comportamiento cuando el nimero de capas es mayor
a 2. Nuevamente, en [7] se ha reportado esta fenomenologia (para I' > 12 y N > 6)
generada por el impacto de las particulas con las paredes laterales del contenedor (celda
Hele-Shaw), las cuales transfieren energia para que las particulas se desplacen horizontale-
mente y generen ondas de propagacion que se manifiestan como ondulaciones en el sistema.

Debido a que la fuerza de interaccién decae rapidamente, se requieren amplitudes de
vibracién mayores para que las particulas magnéticas se comporten como un gas granular,
este estado altamente fluidizado corresponde con I' >10.4 y nimero de capas entre 1y 3,
va que cuando se aumenta el nimero de capas se presenta una combinacién de estados
segregados con ondulaciones y otro fluidizado, correspondiendo con el de un gas. En el
estado gaseoso, las particulas se mueven aleatoriamente dentro del contenedor, ver figuras
4.5, 4.6 y 4.7. Este estado ha sido observado experimentalmente en otros estudios [7], con
N =27y I'=30.
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Figura 4.5: Se muestra la dindmica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el niimero de granos y I' el
pardmetro de aceleracién adimensional.
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Figura 4.6: Se muestra la dindmica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el nimero de granos y I' el
parametro de aceleracién adimensional.

n=100 n=120

Figura 4.7: Se muestra la dindmica observada experimentalmente con una celda Hele Shaw vibrada
verticalmente con granos magnéticos repulsivos en su interior, n representa el niimero de granos y I' el
pardmetro de aceleracién adimensional.
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Figura 4.8: Diagrama de fases representativo de un sistema granular bidimensional con interacciones
repulsivas vibrado verticalmente. Los cuatro fenémenos explorados cualitativamente en este sistema se
indican con diferentes colores. Los valores para hallar la dindmica de sélido, rebote, ondulaciones y gas
granular son gobernados por los pardmetros I' y V.

Las dindmicas observadas experimentalemente en nuestro sistema y descritas ante-
riormente se reunieron en un diagrama de fases, figura 4.8. Este diagrama, presenta como
una primera aproximacién la fenomenologia experimental como funcién del pardmetro
de vibracién adimensional I y el nimero de capas N. En este diagrama de fases (figura
4.8), los pardmetros I' y N usados para modelar la dindmica de nuestro sistema indican
las respectivas transiciones halladas experimentalmente. El parametro I' se muestra a
lo largo del eje vertical y los correspodientes puntos de coexistencia se muestran con
sfmbolos geométricos. Las fronteras entre regiones fueron marcadas como guia para el
lector pero no fueron medidas exhaustivamente. Es importante remarcar que aun con las
caracteristicas magnéticas repulsivas de los granos, la fenomelogia observada es similar
a la reportada en la literatura [7, 99], es decir, las fases de estado sélido, rebotes de los
granos, ondulaciones y la formacion de un gas granular son observadas. Sin embargo, no
es posible observar la formacién de rollos de conveccién o el efecto leidenfrost granular
en nuestro rango experimental evaluado. Debido a que hemos suprimido los contactos
entre granos y pared, los efectos de frontera en el sistema se modifican, ademas el
numero de particulas no es suficiente para obtener un andlisis estadistico completo.
Ademas, las caracteristicas magnéticas de nuestro sistema sugieren una nueva definicion
del parametro I', el cual contenga informacién de la magnetizacién del sistema. De este
modo, cuando M = 0 uno esperaria hallar la dindmica que se encuentra en un sistema
granular convencional. Notemos también que debido a los momentos dipolares de los
granos magnéticos, es complicado definir con exactitud las fronteras de las regiones
dindmicas halladas en nuestro sistema.

El andlisis preliminar de la funcién de distribucién radial [100], para un sistema forma-
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do por n = 120 granos se muestra en la figura 4.9. Esta curva representa la distribucién
promedio de particulas alrededor de cualquier particula dada dentro del sistema. Para su
célculo utilizamos procesamiento de imagenes por medio del software ImageJ. Debido al
nimero de particulas y el rango de I' explorado experimentalmente, por el momento no
es posible concluir una estadistica completa para calcular los desplazamientos cuadraticos
medios de los granos de manera apropiada. Ademé&s es importante mencionar que nues-
tro sistema presenta un gradiente de densidad que varia con el nimero de capas, por
ello, podemos observar en la figura 4.9, que la funcién de distribucién radial presenta un
comportamiento combinado de sélido y fluido, ya que los picos indican cierta estructura
cristalina, mientras que los valores alrededor de 1 es el comportamiento tipico de un fluido,
lo cual sugiere una coexistencia de fases. Esto muestra nuevamente que requerimos mayor
inyeccién de energia en el sistema con el fin de alcanzar una fluidizacién completa.
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Figura 4.9: Funcién de distribucién radial para un sistema con I' = 16.2 y n = 120. La curva indica una
coexistencia de fases liquida y gaseosa.

4.4. Conclusiones sobre el estudio de un gas granular repul-
sivo

Caracterizamos de forma preliminar la dindmica de nuestro sistema granular repulsivo
vibrado verticalmente mediante un diagrama de fases. Este diagrama, muestra los diferen-
tes regimenes (sélido, rebote, ondulaciones y gas) como funcién de I" y n. Consideramos
que este sistema puede dar lugar a un tema de estudio méas amplio y completo, donde
se analicen las herramientas tedricas para este tipo de sistema y cuyo reto principal es
determinar la regla de colision efectiva entre particulas, para después obtener por medio
de la ecuacién de Boltzmann las ecuaciones para la evolucién de los campos de velocidad,
densidad y energia del sistema. Esto también incluye el tensor de presiones, el flujo de ca-
lor y la velocidad de enfriamiento que contiene la informacion de los efectos de disipacion
sobre la evolucién de energia, lo cual representa un desafio matematico. Realizar este tipo
de céalculos para el andlisis de nuestro gas granular repulsivo es una linea de investigacion
futura y cuyos alcances por el momento, se encuentran fuera de este trabajo. Ademas es
necesario realizar mejoras en el montaje experimental por medio de una celda Hele Shaw
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mas grande y bocinas mas potentes para alcanzar valores de I' superiores a los aqui pre-
sentados. Las herramientas de software mencionadas seguramente serdn las mismas, por
lo que este trabajo ya da indicios a lo que que se puede hacer.
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Conclusiones generales

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, la caracterizacion de los estados de un
sistema granular magnético se habia hecho de forma empirica y era necesario plantear
un conjunto de experimentos que permitan sistematizar el estudio de las propiedades
dindmicas de estos sistemas en términos de experimentos apropiados, investigacién de
modelos tedricos de campo promedio y usando métodos de simulaciéon por computadora.
Como sabemos la variedad de formas, tamanos e intensidades de los sistemas, es muy
grande. Por ello, en este trabajo se disenaron experimentos y se eligieron un numero
limitado de fenémenos y sistemas a estudiar. A pesar de ello consideramos que el
contenido de esta tesis contribuye de forma significativa al estudio y caracterizacion de
de los sistemas granulares magnéticos, en especial lo que se refiere al fluido magnético
repulsivo.

En esta tesis se ha presentado un estudio original y sistemético de tres sistemas
granulares magnéticos experimentales que muestran una variedad de dindmicas que
no habian sido reportadas hasta donde sabemos. Estos resultados representan una
contribucién al avance en la investigacién de la materia granular magnética, que como
hemos mencionado, es de interés para diversas areas de la aplicacién.

Caracterizamos por medio de experimentos y simulaciones la respuesta mecéanica de
ensambles 1D, 2D y magnetocristales tridimensionales ante la aplicacién de esfuerzos
de tension, flexién y torsion. Encontramos que las estructuras cibicas bajo esfuerzo
de tensién exhiben una fractura tipo fragil, mientras que las estructuras hexagonales
muestran un proceso de deformacién similar a una deformacién dictil. En el caso de la
resistencia a la flexién, las estructuras cubicas exhiben un comportamiento ductil y las
estructuras hexagonales exhiben un comportamiento fragil. Ademds al combinar planos
ctbicos y hexagonales (estructuras hibridas) en el cristal, estos adquieren la resistencia a
la ruptura de la estructura Hx y la plasticidad de la estructura cP. Nuestros resultados
sugieren que las interacciones magnéticas dan estabilidad a los magnetocristales. Pueden
ser dtctiles o fragiles dependiendo de la direccion cristalografica en la que se aplica el
esfuerzo. Ademads, los resultados de nuestra investigacién revelan nuevos comportamientos
asociados con la dindamica de reorganizacion de particulas, los cuales pueden ser llevados al
estudio de respuestas mecanicas en estructuras cristalinas, actuadores magneto-elasticos
v el estudio de patrones de agregacion en sistemas compuestos por particulas magnéticas.

El diseno y construccién de un sistema magnético repulsivo nos permitié ver el
comportamiento fluido de un sistema magnético. Este sistema es artificial y por ende
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poco entendido y caracterizado. Para su estudio se realizaron experimentos de impacto
y penetracion de un proyectil en una cama granular magética repulsiva. Se estudié
experimentalmente y por medio de simulaciones numéricas usando dinamica molecular.
Por primera vez, una interacciéon de largo alcance entre el intruso y la cama granular fue
estudiada y analizada sistematicamente. Para explorar esta dindmica consideramos tres
escenarios diferentes: interacciones repulsivas, atractivas y neutras entre el proyectil y los
granos. Debido a la presencia de interacciones magnéticas, la energia potencial repulsiva
de los imanes incrementa cuando la cama granular se comprime debido al impacto del
proyectil, generando una fuerza restauradora que hace que el proyectil rebote en la cama.
Esta dindamica es similar a la dindmica que se ha encontrado en proyectiles impactando
fluidos miscelares viscoeldsticos y se mostré que un modelo apropiado dentro de nuestro
rango de velocidades estudiado es el llamado modelo de Maxwell. Este modelo es capaz
de reproducir la dindmica de penetracion encontrada experimentalmente en nuestro
sistema. Nuestro estudio presenta un marco de referencia para el estudio de sistemas
granulares magnéticos con interacciones de largo alcance. Ademds los granos magnéticos
que se repelen pueden ser usados para desarrollar un nuevo tipo de amortiguador granular
magnético el cual evitaria el desgaste que se produce en el sistema debido a las continuas
colisiones de sus componentes.

Finalmente, disefiamos un arreglo experimental que nos permitié inyectar energia tal
manera que sea fluidizara un sistema magnético repulsivo. Dadas las limitaciones de nues-
tro diseno experimental, consideramos que nuestros resultados podrdn ser usados como
base para trabajos posteriores. A pesar de tener un sistema pequefio y con energias de ex-
citaciéon bajas, hemos construido un diagrama de fases el cual se podra consolidar cuando
sea posible tener un sistema de mds particulas y I' mayores a las que aqui reportamos.
Ademsds, seguramente la simulaciéon por computadora y el desarrollo de modelo tedricos
apropiados son una area de oportunidades de investigacién que se visualizan a futuro.
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Apéndice A

Interacciones dinamicas entre
esferas uniformemente
magnetizadas

Consideremos las interacciones entre dos esferas magnéticas idénticas cuyas posiciones
y orientaciones magnéticas estan confinadas en el plano x — y. Consideremos las fuerzas
y torcas sobre una esfera libre (esfera 2, de radio a, masa m y momento de inercia I =
2ma?/5) en el plano zy que se generan debido al campo producido por otra esfera (esfera
1, con radio a) fija en el origen (¥ = 0), con momento dipolar fijo 71 = m&. Usamos
coordenadas polares (r,0), para describir la posicién 7 = 7, = 712 = rcosf & + rsinf §
desde el centro de la esfera libre y el angulo ¢ para describir el angulo de orientacién de
su momento dipolar mg = mcos¢ & + msing ¢, figura A.1.

LD
2

Figura A.1: Sistema de coordenadas polares para estudiar dos esferas magnéticas con igual radio. Una
esfera con un momento magnético 71 se mantiene fija en el origen con su momento magnético en la
direccién +z. Una segunda esfera con momento magnético mz orientada un angulo ¢ se localiza en la
posicién 7 con coordenadas polares (r,0).

—

La velocidad y aceleracion de la esfera libre estan dadas por v =7y @ = QLf, mientras
que su velocidad y aceleracion angular estan dados por w = ¢Z y a = w, donde el punto
indica la derivada con respecto al tiempo.

La dinamica de una esfera libre es caracterizada por las coordenadas 7,60, ¢ y los
momentos correspondientes
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pr = mr
po = mr’ (A1)
po =16

que representan el momento radial, angular y de espin, respectivamente. La energia cinética
esta dada por

m
= M2 7292 )
2r+2r + qﬁ
_ P P
2m  2mr2 21

(A.2)

La figura A.2 ilustra el campo dipolar magnético B producido por la esfera fija,
asi como las fuerzas magéticas y torcas sobre la esfera libre, para varias posiciones y
configuraciones de esta esfera. Las fuerzas se pueden dividir en 5 categorias, las cuales
se caracterizan por el dngulo  formado entre ms y Bl, estas configuraciones se pueden
explorar por medio del programa en linea Magphyz [29], las cuales son:

1. Atractiva, central (8 = 0). La fuerza entre dos esferas es atractiva y central cuando
M1 y me son paralelos y colineales [figura A.2(a) A, E], conduciendo a un estado de
equilibrio estable. La fuerza también es atractiva y central cuando ambos dipolos son
antiparalelos entre si'y perpendiculares a la linea que une sus centros [ﬁgura A.2(e) C,
G]. En ambos casos, g es paralelo a By (8 =0), cuando 112 = 0 y My By = moBy.
Para maximizar este producto, m, atrae a mis a su vecindad cuando el campo es
més fuerte.

2. Atractiva, oblicua (0 < 8 < w/2). Para valores agudos de 3, la fuerza es atractiva y
no central: [figura A.2b) A, B, E, F|, [figura A.2c) B, F] y [figura A.2d) B, C, F, G].
La fuerza actia para incrementar ﬁ@g-gl = mBjcosf, moviendo 171y a regiones donde
el campo es mas fuerte (B; més grande) y mejor alineado con 1y (8 més pequeno,
cosf3 més grande). La torca también actia para incrementar 7is - ]§1 rotando M9 en
direccion de él.

3. Perpendicular (8 = n/2). Cuando miz es perpendincular a By, la fuerza de 1y sobre
mg es perpendicular a la linea que une estas esferas, no es atractiva ni repulsiva
[figura A.2(c) A, C, E, G], esta fuerza actiia para incrementar 1 - B; moviendo 17y
hacia una regién donde esté alineado con el campo. La torca nuevamente actia para
rotar msy alineado con El,

4. Repulsivo, oblicuo (7/2 < 8 < m). Para dngulos obtusos de 3, la fuerza es repulsiva
y no central: [figura A.2(b) C, D, G, H], [figura A.2(c) D,H], [figura A.2(d) A, D,
E, H] y [figura A.2(e) B, D, F, H|. La fuerza actia para incrementar el producto
negativo o - By = —mDBj|cosf|, moviendo mg a regiones donde el campo es més
débil (B; més pequeno) y alineado con mg (8 se aproxima con 7/2, se hace més
pequeno) |cosf|. La torca actiia para incrementar 1 . By , rotando M9 con el campo
local.
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5. Repulsivo, central (8 = m). La fuerza es repulsiva y central cuando m y g son
paralelos y perpendiculares a la linea que une sus centros [figura A.2(a) C, G] y
cuando 1 y mg son antiparalelos y colineales [figura A.2(e) A, E]. En ambos casos,
Mo es antiparalelo a By (8 =), dando 1192 = 0 y maB; = —mB. Para incrementar
su producto negativo, 1M repele a mso a regiones donde el campo es més débil.

(a) (b)

(d)

Figura A.2: Lineas de campo producidas por una esfera uniformemente magnetizada con un momento
magnético total mi en el centro de cada panel y las fuerzas magnéticas resultantes y torcas sobre una
esfera uniformemente magnetizada de momento magnético total 17i2, en varias posiciones y orientaciones.
Se muestran las figuras para mso y 71 en diferentes configuraciones para 8 a)0, b)w/4, ¢)n/2, d)3n/4 y
e)w. Para cada panel hay 8 posiciones de la esfera 2, representados por A-H, distribuidos uniformemente
alrededor de un circulo centrado en la esfera 1. Los vectores de fuerza se presentan con longitud proporcional
a la magnitud de la fuerza. Las torcas se muestran por medio de arcos con longitud proporcional a la
magnitud de la torca y sin arco cuando la torca es cero. La direcciéon del momento magnético se indica con
flechas negras. Imagen obtenida por medio del software Magphyz [29].
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Interacciones dinamicas entre esferas uniformemente magnetizadas

En esta seccion se ha demostrado que la energia, fuerzas y torcas entre dos esferas
uniformemente magnetizadas son idénticas a las que se presentan en un sistema de dos
dipolos magnéticos puntuales. Esta equivalencia se puede extender inmediatamente a esfe-
ras polarizadas uniformemente y a dipolos eléctricos puntuales porque los campos, fuerzas
y torcas de dipolos eléctricos tienen las mismas formas matematicas que sus contrapartes
magnéticas, y el campo fuera de una esfera polarizada uniformemente es idéntico ma-
tematicamente al campo de un dipolo eléctrico.
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Apéndice B

Algoritmo de Verlet

El método de Verlet [101, 102, 103, 28] consiste en encontrar la posicién 7 y la
velocidad ¥ de cada particula en un tiempo t + h dados los valores 7y ¢ en un tiempo t¢.

Sabemos que el movimiento de una particula se describe por

d*7; -
m;——5 = f, B.1
72 (B.1)
Por tanto, para N particulas se requeririan N ecuaciones. Hallar un conjunto de N
ecuaciones resulta inadecuado, por ello se recurre a una expresién algebraica por medio

de la expansién en serie de Taylor para la componente x

dx(t) 1 2 d*x(t) 1 B3 d3x(t)
dt 2! dt? 3! dt3
Si z no cambia significativamente con el tiempo, los términos con diferenciales de orden

mayor se pueden despreciar.

x(t+h)=x(t)+h

(B.2)

Para obtener una aproximacién del segundo término de la ecuacién diferencial (B.1),
se requiere otra forma de la expansion en serie de Taylor para x

X 2.’1/‘ 3.I
2t —h) = 2(t) - hddff) 4 21!h2ddt§t) _ ;h?’ddtgf) (B.3)
Sumando (B.2) y (B.3), se obtiene
d*z(t)  x(t+h) —2x(t) + x(t — h) L oM (B.4)

dt? h?
Si 7 = (24,Yi,2) es la posicion y fi = (fai, fyi, f2i) es la fuerza actuando sobre la
particula 7, la ecuacién de movimiento de Newton se reescribe como

Con (B.5), la posicién al siguiente paso de tiempo se calcula conociendo la posicién
actual, anterior y la fuerza actuando, este método se conoce como método de Verlet.
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Si se requiere hallar la velocidad, se resta (B.3) de (B.2),

Bi(t) = ﬁ(t+h)2—hﬁ-(t—h) (B.6)

La evaluacién simultdnea de (B.5) y (B.6) es deseable con el fin de tener una descripcién
completa. Despreciando los términos de orden mayor en (B.2), se tiene que

2 —
Filt o+ h) = 7(t) + hii(t) + 5 (1) (B.7)

Ademas, se requiere la siguiente ecuacién para especificar la velocidad
q L h z
Uz'(t + h) = ’Ui(t) + 7f1(t) (B.S)
my;
En esta expresion, el término de la fuerza se modifica como

Tt +h) = G(t) + 5 —(fit) + fit + 1) (B.9)

h
Qmi
El uso de (B.7) y (B.8) para determinar el movimiento de la particula i es el método de
velocidad de Verlet. Este método es superior en estabilidad y exactitud en las simulaciones.
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Apéndice C
Publicaciones y conferencias

La investigacién de este trabajo doctoral dio como resultado la publicacion de los
articulos:

1. S. Hidalgo-Caballero, Y.Y. Escobar-Ortega, R.I. Becerra-Deana, J.M. Salazar, F.
Pacheco-Vazquez, Mechanical properties of macroscopic magnetocrystals, Jour-
nal of Magnetism and Magnetic Materials 479 (2019) 149-155. https://www.
sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0304885318338101

2. Y.Y. Escobar-Ortega, S. Hidalgo-Caballero, J.O. Marston, F. Pacheco-Vazquez,
The viscoelastic-like response of a repulsive granular medium during pro-
jectile impact and penetration, Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics
280 (2020) 104295. https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/
pii/S037702572030063X

Journal of Magnetism and Magnetic Materials 479 (2019) 149-155

Contents lists available at ScienceDirect M_—u
et
i
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Research articles

Mechanical properties of macroscopic magnetocrystals
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F. Pacheco-Vazquez™
“ Instituto de Fiica, Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla, Apartado Postal J-48, Puebla 72570, Mexico
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Figura C.1: Portada del articulo publicado en Journal of Magnetism and Magnetic Materials.
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Figura C.2: Portada del articulo publicado en Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics.

Este trabajo fue presentado en una sesién oral en el congreso internacional Southern
Workshop on Granular Materials 2018, en Puerto Varas, Chile.

Figura C.3: Conferencia durante el SWGM 2018.
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