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“GUIA PARA EL MODELADO Y CONTROL DE UN ROBOT LEGO
DE DOS RUEDAS TIPO PENDULO INVERTIDO”

Mario Josué Pérez Cruz

Resumen.

El péndulo invertido, es un sistema aparentemente inestable, lo cual lo convierte en
un ejemplo clésico para el control automético (teoria de control, Roboética), nos
permite experimentar conceptos como son el periodo y la gravedad, es muy utilizado
actualmente en un sin niumero de aplicaciones como pueden ser los lanzamientos
de cohetes, robots bipedos y acuéaticos, transporte personal entre otros.

La presente investigacion, muestra los procesos y procedimientos para el control de
un Robot de dos ruedas tipo péndulo invertido, nos lleva de manera clara y concisa
por cada uno de los pasos necesarios para la obtencién de los modelos cinemético
y dinamico, definiendo el sistema de control mediante variables de estado y el
método del lugar de las raices, la implementacion del algoritmo controlador se
desarrolla con el software MATLAB y RobotC, la didactica aplicada en este trabajo,
conforma la base firme de conocimientos que permiten implementar un péndulo
invertido materializando la teoria vista en las aulas en un prototipo funcional,
tangible y capaz de ser reproducido o adaptado para futuras aplicaciones.
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CAPITULO | INTRODUCCION.

1.1.- Antecedentes de estudio.

La idea de desarrollar los procesos y procedimientos necesarios para la construccion de un
péndulo invertido aplicado en un Robot de dos ruedas mediante la plataforma LEGO surge ya
gue muchas veces el conocimiento dentro de ésta area se limita a la teoria sin tomar en cuenta
la practica, mas que por falta de conocimiento, por falta de tiempo ya que el simple analisis del
sistema (péndulo invertido) implica dedicar varias sesiones.

El péndulo invertido es un tema clasico dentro de la teoria de control y de la robdtica, ha sido
tratado de diversas formas por varios autores en muchas partes del mundo, sin embargo los
métodos utilizados para la implementacién difieren entre uno y otro.

Los autores Martinez, Guerrero y Pérez, en su articulo “Disefio de un sistema de péndulo
invertido sobre plataforma LEGO Mindstorms NXT, controlado mediante MATLAB”, abordan el
tema desde la perspectiva de tener un controlador a base del software MatLab, el programa de
computadora MatLab, basa sus procesos en matrices como bien lo dice su nombre en inglés
Matrix Laboratory, la investigacion a realizar no descarta el uso de éste software sin embargo
no pretende usar dicho programa como controlador ya que el procesamiento de datos necesita
ser en tiempo real para lograr el correcto control del sistema.

Ismael, en su tesis de titulacién en Ingenieria técnica industrial, especialidad en Electrénica
Industrial “Disefio y control de un prototipo carro-péndulo basado en LEGO Mindstorms NXT”,
muestra el modelo cinematico de su prototipo, también detalla cada uno de los pasos a seguir,
el modelo cinematico es una de las piezas elementales pero no conforman el todo del proyecto,
la parte dindmica y de control quedan implicitas lo que dificulta la comprensién en las personas
que no estan tan involucradas con el tema. Esta tesis se fundamenta en el trabajo desarrollado
anteriormente sobre el “Estudio de las posibilidades didacticas en Ingenieria de control del
LEGO Mindstorms NXT”, el tema se liga con el mio ya que ambos tienen como propdésito un
aporte didactico capaz de facilitar el aprendizaje en la comunidad estudiantil de la Institucion
(Universidad del Valle de Puebla).

Hay diversas maneras de poder implementar el sistema de péndulo invertido, una de las
maneras poco comunes y bastante ambiciosa es la desarrollada en el Instituto Politécnico
Nacional (IPN), por el Ingeniero Octavio Gutiérrez Frias titulado “Estabilizacion del péndulo
invertido sobre dos ruedas mediante el método de Lyapunov”, éste método al igual que otros
como pueden ser el método de logica difusa, método de las cajas (Boxes method), modelo en
modo deslizante asi como otros mas como las simulaciones en tiempo real fundamentan todo
el camino recorrido en el tema del péndulo invertido pues éste es un buen tema al cual aportar
ese conocimiento necesario para que sea accesible a cualquier interesado sin tener que estar
tan familiarizado con los conceptos.



1.2.- Planteamiento del problema.

El péndulo invertido es una cuestion comun dentro de la teoria de control y de la robética el
cual sirve para experimentar los conceptos de periodo y gravedad, esta constituido por una
barra rigida con una masa conocida al extremo la cual se pone de manera vertical e inversa al
péndulo comun que poseen los relojes con péndulo (Olfa Boubaker, 2013).

El sistema de péndulo invertido es aparentemente inestable lo cual lo convierte en un ejemplo
clasico para el control automatico y tiene como objetivo controlar el movimiento de ésta masa
de modo que pueda permanecer vertical aun con algin factor externo perturbandolo
(Cardenas, 2009, 6).

El inconveniente es que por ser un tema muy amplio, no es posible materializar la teoria
explicada en las aulas en un prototipo y por tanto el aprendizaje en los alumnos de la
Universidad se ve disminuido, los docentes requieren tener un conocimiento amplio de todos
los elementos que se necesitan para lograr el control eficiente en éste sistema y aunque
existen muchas fuentes bibliograficas que lo abordan, suelen saltarse pasos esenciales ya que
al redactarlas, los autores infieren que existe un conocimiento previo del tema o bien solo citan
fuentes de donde se puede extraer informacion para comprender el tema, por lo que un
problema de éste tipo se vuelve muy complejo de entender para personas que se interesan en
él.

Para poder materializar un prototipo como éste el docente o alumno debe estar muy
familiarizado con el tema ya que su comprension total involucra fisica, mecanica, matematicas,
y por su puesto control donde el panorama necesario de conocimientos es ain mas amplio.

1.3.- Preguntas de investigacion.
Pregunta rectora:

¢, Cuales son los procesos y procedimientos necesarios para implementar el modelado
cinematico y control de un Robot de dos ruedas mediante péndulo invertido con la plataforma
LEGO Mindstorms NXT en la Universidad del Valle De Puebla? (2013).

Preguntas particulares:

1.- ¢Cudles son los pasos para poder obtener el modelo cineméatico del Robot con péndulo
invertido con el algoritmo de “Denavit-Hartenberg”? (2013)

2.- ¢Cudles son los elementos que integran el modelo dinamico del Robot, a través de
“Lagrange-Euler’? (2013)

3.- ¢(Qué elementos se requieren para poder controlar un Robot de dos ruedas mediante
péndulo invertido con variables de estado (ubicacion de polos)? (2013)

4.- ; D6nde se puede implementar y verificar el algoritmo de control del Robot? (2013)

5.- ¢Como se puede reproducir el comportamiento estable de un Robot de dos ruedas
mediante péndulo invertido con la plataforma LEGO Mindstorms NXT en la Universidad del
Valle de Puebla? (2013)



1.4.- Objetivos.
Objetivo general.

Implementar los procesos y procedimientos para el modelado cinematico y control de un Robot
de dos ruedas mediante péndulo invertido con la plataforma LEGO Mindstorms NXT en la
Universidad del Valle de Puebla. (2013)

Objetivos especificos.
1.- Aplicar el algoritmo de “Denavit-Hartenberg” para obtener el modelo cinematico del Robot.
2.- Solucionar la formulacién Lagrange-Euler que define el modelo dinAmico del Robot.

3.- Definir el sistema de control mediante variables de estado y el método del lugar de las
raices.

4.- Implementar el algoritmo de control con el software MATLAB y ROBOTC en la Universidad
del Valle de Puebla.

5.- Explicar los procesos y procedimientos para la reproduccion del péndulo invertido con la
plataforma LEGO Mindstorms NXT.

1.5.- Alcance.

El alcance del estudio es explicativo ya que se basa en la conjuncién detallada de procesos y
procedimientos necesarios para describir el funcionamiento del péndulo invertido montado en
un Robot de dos ruedas con la plataforma LEGO Mindstorms NXT, las causas del fenémeno de
equilibrio vertical del péndulo invertido definen la variable dependiente, mientras que la
explicacién del porgué ocurre dicho fendmeno al involucrar el angulo de inclinacién, la derivada
del mismo asi como la posicién de la plataforma y la derivada de superficie nos llevan a las
variables independientes que definen la conducta del sistema para asi lograr su reproduccion
mediante el mismo contexto y situacion.

1.6.- Hipotesis.

Si se obtiene el modelo cinematico y dindmico mediante los métodos de Denavit-Hartenberg,
Lagrange-Euler respectivamente, las variables de estado y el algoritmo de control, se puede
controlar un Robot de dos ruedas mediante péndulo invertido con la plataforma LEGO
Mindstorms NXT en la Universidad del Valle de Puebla. (2013)

1.7.- Justificacion.

Por medio de ésta investigacion, se pretende facilitar el aprendizaje en los alumnos de
Ingenieria de la Universidad del Valle de Puebla, especificamente en la materia de teoria de
control con el tema de péndulo invertido, ya que si bien, existen muchos trabajos (Boubaker,
Martinez, Guerrero, Pérez, Sanchez, Ifiaki) que abordan éste tema incluso bajo la misma
plataforma (LEGO Mindstorms NXT), no ofrecen el modelo de control o cinematico en su
totalidad.



Dentro de la Universidad, se cuenta con la plataforma de robética educativa LEGO Mindstorms
NXT la cual permite llevar a cabo experimentos de péndulo invertido y de éste modo
aprovecharla como una gran herramienta didactica, sin embargo como ya se menciond, al no
contar con una compilacion de procesos y procedimientos necesarios para el desarrollo de éste
sistema, no se utiliza ni aprovecha la plataforma para éste fin.

Esta conjuncion de conceptos implica que la persona interesada en el tema, no tiene que
buscar en diversas fuentes para desarrollar un sistema de péndulo invertido, simplifica la
busqueda a una sola fuente que contiene el paso a paso de los procesos a seguir de manera
precisa, confiable y demostrable en cada una de las partes que componen el sistema ya que en
las existentes actualmente solo se plantean los modelos y procesos sin explicar como se llegan
a ellos.

La sistematizacion detallada, nos daria la pauta necesaria para la mejor comprension del tema
asi como la implementacién de un sistema de éste tipo con conocimientos basicos; es decir sin
tener que estar muy familiarizado con el area.

La investigacion resulta conveniente para los docentes de la Universidad, logra en ellos la
comprension total del tema en poco tiempo para asi poder transmitir éste conocimiento a los
alumnos y llegar a la implementacién de un péndulo invertido al beneficiar a ambas partes de
modo conjunto ya que los lleva paso a paso por cada uno de los procedimientos necesarios.
Con lo que se llena el vacio existente en la forma de transmitir el conocimiento.

1.8.- Limitantes.

La investigacion presente, queda limitada por la infraestructura que se tiene dentro de la
Universidad del Valle de Puebla, la cual no ofrece algin sistema o maquina capaz de ser
utilizada para medir ciertos parametros necesarios como lo son la inercia y la friccion de
manera directa.

1.9.- Definicion de términos especiales.

1.- Péndulo invertido: Es un sistema mecanico que “esta constituido por una barra rigida con
una masa conocida al extremo la cual se pone de manera vertical e inversa al péndulo comun
gue poseen los relojes con péndulo”. (Olfa Boubaker, 2013)

2.- LEGO Mindstorms NXT: Kit de robética educativa fabricado por la empresa LEGO.
(www.mindstorms.lego.com)

3.- Algoritmo de Denavit-Hartenberg: Serie de pasos que permiten obtener el modelo
cinematico directo de un Robot. (Barrientos, 2007, 97)

4.- Formulacién Lagrange-Euler: Permite definir las ecuaciones de movimiento general en un
Robot. (Fu, 2009, 87)

5.- Traza: En &lgebra lineal, la traza esta definida como la suma de los elementos de la
diagonal principal, podemos apreciar este concepto en el siguiente diagrama.



Si A es una matriz cuadrada:

a, a,, a;; a,
A — a21 (059 (123 024
A1 Qg2 Ug3 U3y
Qg1 Ay Uy3 Uy

trA=a, + a.+a;+ay,

Fig. 1.1.- Definicién de traza (Drini, 2008).

6.- Efecto Coriolis: Se puede describir como aquel que presenta un objeto al tener movimiento
de traslacién asi como de rotacién, ambos al mismo tiempo.

7.- Variable de estado: magnitud fisica macroscépica que caracteriza el estado de un sistema
en equilibrio. (Ogata, 2003, 71)

8.- Polos: En una funcién de transferencia, las raices del denominador son llamadas polos.
(www.plantscontrol.blogspot.mx/2012/02/6 _2149.html)

9.- ROBOTC: Lenguaje de programacion utlizado para la programacion de Robots.
(www.robotc.mx/sobre-robotc.html)

1.10.- Descripcion breve del contenido de la tesis.

Dentro del capitulo I, se mencionan documentos relevantes relacionados con la investigacion
desarrollada, los cuales nos permiten saber de qué manera se ha tratado la temética que se
presenta y de éste modo tener un punto de partida y comparacion, de igual manera se plantea
la problematica a resolver aterrizdndola a la Universidad del Valle de Puebla de manera
especifica, se enlistan objetivos, se plantea una hipotesis tentativa y la razén de peso por la
cual se decidio llevar a cabo la investigacién y por tanto la viabilidad de la misma con las
limitantes encontradas en el proceso.

El capitulo II, describe y ejemplifica cada uno de los conceptos tedricos necesarios para la
investigacion, conceptos fisicos asi como algoritmos, formulaciones matematicas, el uso de la
plataforma LEGO Mindstorms NXT como herramienta didactica y el software a utilizar en los
distintos procesos.

Los métodos de investigacion se presentan en el capitulo lll, se hace énfasis en la deteccién de
los objetos a investigar, asi como en la elaboracién de instrumentos que permitan analizar el
fendmeno en cuestidén para manipularlo de manera practica y adecuada.

La implementacion del robot movil sobre dos ruedas se muestra en el capitulo 1V, se pone en
evidencia el armado paso a paso del prototipo, se muestran los algoritmos matematicos
aplicados, hasta la obtencion de un sistema de control y su adaptacion a un lenguaje de
programacion capaz de ser utilizado con el kit de robdética Lego.



Las conclusiones de la investigacion constituyen el capitulo V, abordado el tema de tesis
planteado, se analizan los resultados y como consecuencia se da un juicio sobre lo obtenido.

Como ultimo apartado de éste trabajo, se agregan en el capitulo VI los cédigos desarrollados
en cada seccion del estudio mostrado.

CAPITULO Il ELEMENTOS TEORICOS DEL CONTROL MODERNO APLICADOS EN
ROBOTICA (PENDULO INVERTIDO).

2.1.- Modelo cinemaético.

Al hablar de la cinematica de un robot, se da a entender que se trata de la “descripcion analitica
del movimiento espacial del robot como una funcion del tiempo, y en particular por las
relaciones entre la posicion y la orientacién del extremo final del robot con los valores que
toman sus coordenadas articulares” (Ogata, 1998, 93). Es decir, para lograr ubicar al robot en
una posicién especifica deseada, es necesario conocer los angulos a los que hay que mover
sus articulaciones o en sentido inverso, si se conocen los valores de dichos angulos, se puede
calcular cudl sera la posicién del elemento final del robot, éstos dos planteamientos dan lugar a
la cinematica directa y a la cinematica inversa.

Ampliar éstos planteamientos puede ser muy complejo e incluso su representacion se torna
tediosa si nos referimos a ellos con matrices de transformacion homogénea. En un sentido
practico podemos definir cada planteamiento como se muestra a continuacion:

Problema cinematico directo: Sabemos cuales son los valores de cada una de las coordenadas
articulares, asi como también los parametros geométricos del robot, entonces podemos
calcular la ubicacion en el espacio del elemento final del mismo.

Problema cinematico inverso: Conocemos la ubicacion espacial del elemento final del robot y
los parametros geométricos del mismo, entonces podemos calcular cuales deben ser los
valores de las coordenadas articulares para adoptar la ubicacion deseada.

Aunque existen diversos métodos para dar solucion a éstos dos planteamientos, la solucion
estandar y sistematizada lleva el nombre de Método de Denavit-Hartenberg o método DH en
honor a Jacques Denavit y Richard Hartenberg respectivamente, quienes introdujeron éstos
pardmetros o0 serie de pasos en 1955, los cuales permiten representar en el espacio
geométrico los elementos cinematicos de un robot, en funcién de un sistema de referencia
constante, lo cual simplifica el problema cinematico directo a una matriz de transformacién
homogénea de 4X4. “Este método utiliza una matriz de transformacion homogénea para
describir la relacién espacial entre dos elementos rigidos adyacentes, reduciéndose el
problema cinematico directo a encontrar una matriz de transformacion homogénea que
relacione la localizacion espacial del extremo del robot con respecto al sistema de coordenadas
de su base” (Barrientos, 2007, 93).



La serie de pasos para obtener los parametros DH si bien hay que leerlos mas de una vez para
poder lograr un correcto entendimiento de ellos, nos llevan a la obtencion de las matrices de
transformacién homogénea que describen la cineméatica del Robot, dichos pasos se describen
detalladamente en los anexos.

2.2.- Modelo dindmico.

Se refiere a formulaciones matematicas mediante las cuales se puede describir el movimiento
del Robot, éstas estan representadas por medio de ecuaciones, el planteamiento correcto de
dichas ecuaciones lleva a la obtencién de la conducta deseada y por tanto un buen control en
el sistema implementado. El modelo dinamico de un robot se obtiene mediante leyes fisicas
tales como las leyes de Newton y las de Lagrange “esto conduce al desarrollo de las
ecuaciones de movimiento dinamico para las diversas articulaciones en términos de los
parametros geométricos e inerciales de los elementos” (Fu, 2009, 85). Esto permite utilizar el
planteamiento sistematizado Lagrange-Euler para obtener el modelo dindmico del robot.

La utilizacion de éste método parte de la simplificacion que se produce al utilizar el modelo DH
antes descrito para obtener el modelo cinematico del robot, asi se describe el desplazamiento
espacial entre los sistemas de coordenadas con el modelo DH y las ecuaciones Lagrangianas
para la dindmica, éstos dos métodos resultan en una descripcion algoritmica y compacta del
sistema.

En algunos textos se hace hincapié en que “la ineficacia de las ecuaciones de movimiento de
Lagrange-Euler surge parcialmente de las matrices homogéneas 4x4 que describen la cadena
cinematica” realzan la efectividad de Newton-Euler que “se basa en la formulacion vectorial y
en su naturaleza recursiva” (Fu, 2009, 87), aunque también puntualizan que la naturaleza
recursiva destruye la estructura del modelo dinamico.

Fu, hace también pequefias comparaciones con otras variantes de Euler y Lagrange, las cuales
ayudan y potencializan alguna parte del proceso de obtencion de las ecuaciones pero en un
sentido directamente proporcional vuelven pobre y destructiva la esencia basica de los
modelos.

Otra ventaja considerable al utilizar ambos métodos en conjunto, es que el modelo dindmico
mediante la formulacién Lagrange-Euler parte de la matriz de transformacion homogénea del
método DH, lo que facilita y reduce notablemente los calculos.

Ecuacion Lagrange-Euler:

d(c’)L) oL 12
at \oa: 6q'l_n i=12,..,n



Donde:

L: Funcién Lagrangiana = energia cinética (K) — energia potencial (P).
K: Energia cinética total.

P: Energia potencial total.

qi: Coordenada generalizada.

qu. Primera derivada respecto al tiempo.

ti: Fuerza o par generalizado aplicado al sistema.

2.3.- Variables de estado.

Para poder definir de manera adecuada lo que es una variable de estado, se define primero lo
que es el estado para un sistema dinamico, un estado segun Ogata,” Es el conjunto mas
pequefo de variables de modo que el conocimiento de estas..., determina por completo el
comportamiento del sistema para cualquier tiempo” (2003, 70).

A modo de describir un estado para nuestro objeto de estudio se agregan las palabras “para un
sistema dinamico”, ya que el término estado también se puede ligar a otros sistemas que no
sean fisicos, como pueden ser, econdmicos, sociales, biolégicos, etc.

Con la definicion de estado, se describe lo que es una variable de estado y como se relaciona
ésta con el control de nuestro sistema de péndulo invertido.

Una variable de estado se define de manera formal como, la menor cantidad de variables con
las que se puede describir en su totalidad un sistema dindmico, lo cual empieza a relacionarse
con el modelo dinAmico mencionado con anterioridad, sin embargo la diferencia entre una
variable algebraica comun y una variable de estado radica en que una variable de estado no
siempre necesita ser una cantidad medible ni tampoco observable fisicamente. Tal flexibilidad
en la eleccién de variables de estado da ventaja al trabajar con métodos de espacio de
estados.

Por el otro lado de alguna manera, esa versatilidad es poco usada en la practica ya que al
llevar los célculos a la practica resulta siempre mejor tener magnitudes medibles con facilidad
debido a que un sistema a lazo cerrado requiere que dichas variables de estado sean faciles de
manejar asi como realimentar.

2.4.- Péndulo invertido y estabilidad sobre dos ruedas.

Para un mejor entendimiento podemos empezar con la descripcion del péndulo en un reloj, el
cual se mueve de un lado a otro perpetuamente para que el reloj funcione. El péndulo en un
reloj es una barra rigida que en uno de sus extremos presenta una masa constante y por el otro
tiene la libertad de oscilar en un punto de apoyo.



Sabido lo anterior, podemos definir el péndulo invertido como un sistema donde en lugar de
estar en oscilacién con el peso hacia abajo como en un reloj de péndulo, la masa se ubica en
la parte superior, lo que da lugar al problema de mantener esa masa en una posicién vertical de
modo que el péndulo invertido se mantenga en equilibrio aun si una perturbacién externa trata
de hacer que éste se desestabilice.

Para lograr dicha estabilidad, es decir, la posicion vertical del péndulo invertido, se ocupa la
configuracién basica de dos ruedas las cuales deben estar dinamicamente en equilibrio; esto se
logra al girar las ruedas en la direccion a la que cae la masa superior del péndulo. “if the wheels
can be driven in such a way as to stay under the robot’s center of gravity, the robot remains
balanced™ (Anderson, 2013, 2).

Para hacer esto posible en un prototipo es necesario controlar el estado de dos variables
fundamentales.

2.4.1.- El péndulo invertido, la didactica detras del ejemplo clasico de control no lineal.

El péndulo invertido resulta ser un problema clasico estudiado en materias de teoria de control
asi como robdtica, introduccion a controladores y dindmica de sistemas, todo esto lleva a
puntualizar el gran potencial que tiene como herramienta didactica capaz de comprobar y
evaluar conceptos de periodo, gravedad y metodologias de control.

Al estar directamente relacionado con la materia de teoria de control por mencionar una, su
estudio refuerza conceptos que sin duda se encuentran dentro del plan de estudios de la
materia mencionada como pueden ser lo sistemas de control a lazo abierto y lazo cerrado
donde se destaca el segundo como el sistema necesario para la implementacion del péndulo,
incluso se puede recurrir a la construccion mecanica del prototipo donde se utilizan andlisis de
fuerzas y materiales asi como las medidas permisibles para el correcto funcionamiento del
sistema.

Al llevar éste conocimiento al plano de aprendizaje significativo que un alumno podria tener
mediante el andlisis y construccion de un sistema de éste tipo, nos da la idea que sin duda
debe haber un entendimiento previo de diverso temas para asi poder hacer la sinergia correcta
de conceptos que aplicados de manera correcta impulsan al desarrollo de nuevas tecnologias
lo cual permite el desarrollo personal del alumno, docente e institucion educativa.

El péndulo invertido nos permite conjugar una amplia variedad de conceptos fisicos,
matematicos, mecanicos, electrénicos y demas, incluso puede llevarse desde lo méas basico y
seguir con su desarrollo mientras el alumno avanza con sus créditos ya que los planes de
estudio en Ingenieria permiten ese seguimiento de empezar de cero hasta la concepcion de
modelos complejos de control en los Ultimos semestres.

*Si las ruedas pueden ser accionadas de una manera tal como para permanecer bajo el centro de gravedad del
Robot, el Robot permanecera equilibrado.



2.5.- Herramientas para la implementacion.

2.5.1.- Sensores. (Giroscopios, Acelerometros, IMU, Encoders)

Unidad de Medicion Inercial (IMU).

Por sus siglas en inglés, (Inertial Measurement Unit) Unidad de medicion inercial, es una tarjeta
electrénica que permite medir variables fisicas como son la velocidad, orientacion y fuerzas
gravitacionales involucradas en el control de un sinfin de sistemas por medio de acelerometros
y giroscopios, entre sus usos mas comunes esta el control de vehiculos aéreos no tripulados,
naves espaciales, satélites, etc. para éste caso, el control del péndulo invertido.

Esta tarjeta electronica proporciona cantidades y cambios de aceleracion y orientacion por
medio de los cuales podemos controlar el comportamiento de nuestro sistema de péndulo en
cualquier instante de tiempo.

Codificadores de eje o Enconders.

Son sistemas electromecanicos situados comunmente en motores, los cuales convierten la
posicion angular de un eje a un cddigo digital, lo que permite saber que tanto ha girado el motor
0 en qué posicion se encuentra.

2.5.2.- Estabilidad, movimiento y posicion del péndulo invertido.

Ya se definieron las variables involucradas y necesarias para poder equilibrar el Robot de
péndulo invertido sobre dos ruedas, no obstante es necesario definir cuatro pardmetros para
lograr la estabilidad en términos de movimiento y posicion.

El primero es el angulo de inclinacién que en geometria analitica se define como angulo de
inclinaciéon de una recta “el formado por la parte positiva del eje X y la recta, si ésta se
considera dirigida hacia arriba” (Lehmann, 1989, 17), se puntualiza que la medicion de ese
angulo se hace en un sentido levo rotatorio (al contrario de las agujas del reloj).

La velocidad angular es el segundo término necesario, se define como “La derivada del angulo
de inclinacién con respecto al tiempo y que se representa con la letra griega omega” (Zabalza,
2010, 20) que para nuestro caso practico, si se tiene el &ngulo de inclinacion basta con obtener
su primer derivada para obtener el segundo término. Definida la posicién de nuestro sistema,
se define ahora el movimiento de las ruedas que forma parte de ese lazo cerrado de control en
el sistema que naturalmente es un modelo no lineal, para esto se usan dos términos los cuales
son la posicién de la plataforma o superficie y nuevamente su primer derivada, la velocidad de
la plataforma. Ambos van ligados con las variables descritas anteriormente que involucran
directamente al par de ruedas movido por motores con su respectivo codificador.

Como se menciona, éstos cuatro parametros trabajan en conjunto al mandar valores variantes
en el tiempo que deben ser ajustados a modo de tener una estabilidad en el sistema en todo
momento, a esto se le llama lazo cerrado, la existencia de una realimentacion dentro de un
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sistema de control, 0 como lo define Ogata “Un sistema que mantiene una relacion prescrita
entre la salida y la entrada de referencia, comparandolas usando la diferencia como medio de
control se denomina sistema de control realimentado, los sistemas de control realimentados, se
denominan también, sistemas de control en lazo cerrado”(1998,6).

2.5.3.- LEGO Mindstorms NXT (Hardware) y ROBOTC (Software).

La version Mindstorms de la marca registrada LEGO, es una plataforma de Robdética educativa
la cual puede ser adquirida en tiendas oficiales a un precio moderado, ésta plataforma esta
pensada para servir como base en proyectos de roboética para nifios, sin embargo, ha
demostrado tener mucho potencial para ser usada en la puesta en practica de muchos
conceptos a nivel Medio-Superior, Superior, e incluso posgrado. Esto se debe a que es un kit
demasiado versatil con cientos de piezas que sirven para formar estructuras complejas asi
como implementar movimientos ya que cuenta con tres servomotores, sensores de diversos
tipos como pueden ser de contacto, ultrasonicos, infrarrojos, de colores, de sonido, asi como la
gran incorporacién de sensores como giroscopios o acelerdmetros lo que permite desarrollar
sistemas muy complejos que pueden ser utilizados como herramientas para estudiantes y
docentes.

Esta plataforma cuenta también con un bloque o ladrillo que cumple el papel de ser el cerebro
para cada una de las operaciones que se quieran realizar con la estructura, dicho ladrillo esta
integrado a un software de programacion propio con una interfaz bastante gréfica de bloques
predisefiados para unirse hasta lograr el objetivo planteado o la tarea a realizar. Y aunque su
programacion nativa no tiene muchas limitantes, se han desarrollado otros métodos de
programacion para dicho kit, como pueden ser el lenguaje C# y ROBOTC, ambos basados en
el lenguaje de programacion C, el primero originalmente pensado para manejar programacion
basada en objetos y el segundo para programar Robots educativos en general, ambos
lenguajes permiten manejar todos los recursos de LEGO Mindstorms, incluso el software
ROBOTC permite un manejo mas natural y entendible ya que la programacion adopta muchas
de las palabras reservadas para C, tales como pueden ser la definicion de variables asi como
los ciclos o bucles.
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CAPITULO Il METODOLOGIA UTILIZADA EN LA INVESTIGACION EXPERIMENTAL.

3.1.- Disefio de la investigacion.

Enfoque.

Se sabe que hay dos tipos de enfoques, de los cuales puede surgir uno mas que es la
utilizacion de los dos primeros, hablamos de los enfoques cualitativos y cuantitativos.

Ambos enfoques nos sirven para evaluar fendmenos, asi como para suponer, probar,
demostrar, observar ideas relacionadas con dichos fenédmenos.

Las semejanzas entre los enfoques son varias, sin embargo tienen caracteristicas que los
hacen completamente distintos, “el enfoque cuantitativo, por lo comun, se utiliza primero para
contestar preguntas de investigacion... se basa en métodos de recoleccion de datos sin
medicion numérica como las descripciones y las observaciones”, mientras que el enfoque
cuantitativo “usa la recoleccion de datos para probar hipdtesis con base en la medicion
numérica y el analisis estadistico para establecer patrones de comportamiento” (Sampieri et al,
2003,10).

Al estudiar el comportamiento de un fendmeno en el area de robdtica especificamente en el
control de un robot, nos lleva directamente a utilizar el enfoque cuantitativo, el enfoque es
deductivo e implica preguntas de investigacion al igual que una hipétesis previamente
elaborada, relaciones entre variables y la recoleccion de datos para su andlisis
correspondiente.

Disefio.

El disefio de la investigacién tiene como fin cumplir con los objetivos planteados, por ende
“contestar con las preguntas de investigacion” (Sampieri et al, 1991,187), cada uno de los
planes a seguir para contestar a esas interrogantes se fundamentan metodolégicamente.

Lo anterior nos permite saber que no hay una sola opcién en cuanto a los fundamentos,
diversos disefios se aplican en relacién a la investigacion, si el disefio esté bien concebido, “el
producto Ultimo de un estudio (sus resultados) tendra mayores posibilidades de ser vélido”
(Kerling, 1979).

La investigacion tiene un disefio experimental categorizado en experimentos puros al citar la
clasificacion de Campbell y Stanley(1966), hay que entender lo que es un experimento
definiéndolo como el realizar una accion para saber qué pasa, es decir, “tomar una accion y
después observar las consecuencias”(Babbie,1979) o bien, si pasamos dicha definicion a un
estudio de investigacién, “un experimento es en el que se manipulan deliberadamente una o
mas variables independientes para analizar las consecuencias de esa manipulacion sobre una
0 mas variables dependientes dentro de una situacién de control para el investigador” (Sampieri
et al,1991,188).
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De ahi que un experimento puro sea la manipulacion de variables independientes para ver sus
efectos en la variable dependiente, ésta Ultima es nuestro objeto de estudio, el péndulo
invertido.

El primer requisito que se cumple para el disefio experimental de categoria experimento puro,
es la manipulacién intencional de las variables independientes, se remarca la palabra
intencional como la conciencia de alterar o perturbar dicha variable, y como todo efecto, ésta
variable tendra repercusiones o efectos.

“La variable independiente... se considera como supuesta causa... y al efecto provocado por
dicha causa se le denomina variable dependiente” (Sampieri et al, 1991,188).

La manera de seleccionar o diferenciar los dos tipos de variables resulta confuso si no se
saben exactamente las caracteristicas de cada una, podemos tener mas de una variable
independiente no hay una regla que establezca el nimero que debemos ocupar, todo esta
directamente ligado al tipo de investigacion.

“Para que una variable pueda ser calificada como independiente se necesitan dos
requerimientos: que varie o sea manipulada y que ésta variaciéon pueda controlarse” (Sampieri
et al, 1991,188). Con lo anterior nos referimos a la manipulacién siempre que se tenga el
dominio sobre nuestra o nuestras variables, el mando, direccion, intervencion y regulacion.

Definido lo anterior se definen los tipos de variables de la investigacion:

Variable dependiente:

“Control de un Robot de dos ruedas mediante péndulo invertido” (Objeto de estudio).
Variables independientes:

1.- Angulo de inclinacién del péndulo.

2.- Velocidad angular del péndulo.

3.- Posicion del vehiculo o plataforma.

4.- Velocidad del vehiculo o plataforma.

De ésta forma se reafirma lo antes mencionado, cada una de las variables independientes
afectan a la dependiente y por tanto manipularlas y perturbarlas de manera controlado en
nuestro experimento permite conocer sus consecuencias, efectos y peculiaridades.

Las variables independientes se pueden manipular en distintos grados, donde el nivel minimo
de manipulacion es de dos grados, también llamado “presencia ausencia de la variable
independiente” (Sampieri et al, 1991,189). El concepto de presencia-ausencia lleva a la
aparicion de grupos en el experimento, uno de ellos sera el que esté expuesto a la
perturbacion, es decir, sera manipulado y el otro grupo no sufrira perturbacion alguna.
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El grupo que fue perturbado es conocido como “grupo experimental”, mientras que al grupo que
no sufri6 cambio alguno se le conoce como “grupo de control” (Sampieri et al, 1991,189).

Esto nos permite saber exactamente los efectos que tienen las perturbaciones en nuestra
variable dependiente al tener un grupo de comparacion (control) que brinda una referencia muy
indispensable.

Para la investigacion no se ocupa la manipulacion en dos grados ya que no tiene las
caracteristicas necesarias para poder ser de utilidad a la hora de manipular las variables, por
ello, se manipulan las variables en modalidades, “se exponen a los grupos experimentales a
diferentes modalidades de ésta pero sin que ello implique cantidad” (Sampieri et al, 1991,191).

Ejemplificamos lo anterior con la segunda variable independiente, el modelo dinAmico de un
Robot se puede obtener mediante diversos métodos como pueden ser mediante ecuaciones de
Newton, ecuaciones de Lagrange una mezcla de ambas Newton-Lagrange o bien Lagrange-
Euler. Todos éstos métodos anteriores nos llevan al modelo dinamico de un Robot, pero todos
tienes sus peculiaridades y por tanto reflejan diversos resultados a la hora de evaluar el control
gue se pretende obtener, de ésta forma vemos que las modalidades permiten obtener diversos
resultados de manipulacion para decidir cuél es la que ofrece el mejor desempefio apegados a
nuestros objetivos.

Alcance.

El estudio es explicativo ya que se basa en la conjuncion detallada de procesos y
procedimientos necesarios para describir el funcionamiento del péndulo invertido montado en
un Robot de dos ruedas con la plataforma LEGO Mindstorms NXT, se explica por qué ocurre
dicho fenédmeno al involucrar el angulo de inclinacién, la derivada del mismo asi como la
posicion de la plataforma y la derivada de superficie, para asi lograr la reproduccién del
fenomeno mediante el mismo contexto y situacion.

3.2.- Sujetos u Objetos de la investigacion.

La investigacion experimental se enfoca al uso de modelos matematicos, métodos que
permiten obtener el algoritmo de control del Robot, de igual manera se basa en el uso de
programas computacionales en los cuales se inserta el algoritmo para ser evaluado con el fin
de saber si es funcional.

Por tanto, en la investigacion no es necesario el uso de sujetos, solo se utilizan objetos, ya que
el objetivo es explicar los procesos y procedimientos necesarios para controlar un robot de dos
ruedas mediante péndulo invertido, asi como poder replicar dichos procesos bajo las mismas
condiciones.

3.3.- Descripcién de los instrumentos.

Para poder comenzar con el analisis matematico de nuestro prototipo, es necesario obtener
algunos datos con respecto al peso y torque del mismo por lo que se construyen tablas como
instrumentos de la investigacion.
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Instrumentol.- Tabla de caracterizacion de torque de un motor LEGO Mindstorms NXT.

Tabla 3.1.- Plantilla de Torque de motor de Lego NXT.

Power (%) Peso (kg), Fuerza (N) Torque (N*m)

De igual manera es necesario el calculo de la fuerza del motor sin olvidar la distancia del eje
del mismo, con respecto al suelo, lo cual esta directamente relacionado con el radio de la rueda
en nuestro prototipo y se calcula con las siguientes formulas y despejes:

T=F=x*d ec. 3.1

Al despejar F:

ec. 3.2

Ql ~

Como los motores LEGO NXT son producidos bajo estrictas normas de caracterizacion y

control, se supone que todos los motores son iguales, por lo que solo se realizan pruebas en
uno solo.

Instrumento 2.- Tabla de pardmetros del prototipo.

Tabla 3.2.- Plantilla de parametros del prototipo.

Variable Descripcion Medida
M Masa del péndulo
m Masa del vehiculo
b Friccion del sistema
L Longitud del péndulo al centro de masa
[ Inercia del sistema
g Fuerza de gravedad

La friccion del sistema asi como la inercia, se calculan con las siguientes formulas:

[ =m=x* d? ec. 3.3
F

b=— ec. 34
x
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Se observa que en la férmula aparece el término de Fuerza y velocidad, la fuerza la podemos
obtener de la tabla de caracterizacion antes mostrada, sin embargo la velocidad debe ser
calculada mediante la siguiente formula.

V=- ec. 3.5

Nota: Los elementos como la masa del péndulo y el vehiculo se mediran con una bascula.

3.4.- Descripcién de los procedimientos.

El primer procedimiento necesario, es la construccion del Robot. Con el kit de Robotica
educativa NXT Mindstorms de la compafiia LEGO, se propone un prototipo de vehiculo el cual
consta de dos ruedas, dos motores, un cerebro electronico, sensores y elementos de unién
como pernos y barras.

Con el prototipo construido, se obtiene su modelo cineméatico directo mediante el algoritmo de
Denavit-Hartenberg, dicho modelo nos permite “determinar cual es la posicién y orientacién del
extremo final del robot, con respecto a un sistema de coordenadas que se toma como
referencia” (Barrientos, 1997, 93).

El modelo cinematico directo da paso a la obtencién del modelo dinamico, para el cual se
recurre a la formulacion Lagrange-Euler, la dinamica se encarga de relacionar las fuerzas que
actlian sobre un cuerpo, por tanto el modelo dinamico “tiene como objetivo conocer la relacion
entre el movimiento del robot y las fuerzas implicadas en el mismo” (Barrientos, 1997, 131).

Hasta este punto, el prototipo robético esta definido cinemética y dinamicamente, sin embargo
es necesario hacer una conversion de las ecuaciones antes obtenidas a variables de estado,
las variables de estado “nos proporcionan la cantidad de informacién necesaria en un instante
de tiempo para determinar de forma unica el comportamiento de nuestro sistema”.

Si conocemos las leyes que rigen el movimiento del robot asi como su comportamiento para un
instante de tiempo, podemos disefiar un sistema de control que nos permita manipular dicho
comportamiento a voluntad, para mantener asi al robot en una posicion vertical, aun si se
apoya Unicamente en dos ruedas. El sistema de control se desarrolla con herramientas
matematicas implementadas en programas de computadora, para nuestro caso, se utiliza
MATLAB.

Si nuestro sistema de control nos da una respuesta favorable, esti resuelto el problema de
estabilidad planteado, solo faltaria traducir nuestras respuestas a un lenguaje maquina que
pueda ser interpretado por nuestro prototipo, para lo cual debemos implementar un codigo
capaz de ser ejecutado desde el cerebro electronico del Robot, se utiliza el Software de
programacion ROBOTC para elaborar dicho codigo.
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CAPITULO IV MANUAL PARA LA IMPLEMENTACION DE UN ROBOT MOVIL SOBRE DOS
RUEDAS TIPO PENDULO INVERTIDO.

La implementacion de éste sistema requiere tomar en cuenta muchos factores fisicos asi como
seguir procesos y pasos especificos para lograr un resultado positivo.

Antes gque nada, es necesario construir el prototipo robético, para asi obtener ecuaciones que
describan su comportamiento, lo cual implica conocer las leyes que rigen su movimiento
(cinemética) y como evoluciona dicho movimiento de acuerdo al tiempo (dinamica).

Una vez que se conoce dicho comportamiento, se elabora un sistema para poder controlarlo de
modo que actle a nuestra conveniencia con la finalidad de resolver el problema a atacar, en el
caso de nuestro prototipo, el sistema de control debe ser capaz de mantener al robot en
posicion vertical sobre dos ruedas.

Para cerciorarnos que el sistema de control es adecuado debemos simular su comportamiento
para lo cual nos apoyaremos del Software MATLAB y su gran capacidad de procesamiento
matricial asi como de sus herramientas matematicas que nos facilitan los célculos
significativamente.

Las figuras que se presentan dentro de éste capitulo son propias del autor y fueron elaboradas
para complementar graficamente el contenido de esta tesis.

Construccion del prototipo > Algoritmo de cinematica > Obtencidn de la dindmica
(Lego Mindstorms NXT) (Denavit-Hartenberg) (Lagrange-Euler)
v
Implementacidn del < Sistema de control < Variables de estado
sistema de control (MATLAB) (Representacién matricial)
(ROBOTC)

Fig. 4.1.- Diagrama general de procesos y procedimientos.
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4.1.- Construccion del prototipo con LEGO Mindstorms NXT.

El prototipo a implementar, se construye a partir de las piezas del kit de robdética educativa
LEGO Mindstorms en su edicion NXT, se decide utilizar dicho kit ya que se tiene en existencia
dentro de la universidad, lo cual fundamenta la idea de poder utilizar la infraestructura existente
en la escuela para el desarrollo de proyectos de robdtica didactica con aplicacion de
conocimientos tedricos vistos en clase.

Para poder ilustrar el contenido de ésta seccién, se utiliza el Software Lego Digital Designer en
su version 4.2 el cual permite construir modelos virtuales de prototipos con la plataforma Lego.

A continuacion se presentan las piezas necesarias asi como los pasos a seguir en la
construccién del robot de dos ruedas con péndulo invertido.

Piezas necesarias:

«so DIGITAL DESIGNER 4.2

1o RIM WIDE W.CROSS 30:20 ; TYRE NORMAL WIDE ; CABLE 250 MM -
2 @ 4297210 _yequm stone Grey 2 . 4184286 0,43,2 X 22 - Black 6 \\ 6024581 gag Transparent
NXT - Black Bright
G 13, EV3, GYRO SENSCR - 5, Tacho Motor - Bright - Orange.Sand
1x g g 5008916 White Bright Red Medium 2x . 4287008 Orange,Dark Stone 1% S T, 034375 CrESN Medium Stone
Stane Grey,Silver Metallic N Grey Light Stone Grey Grey Dark Stone Grey,Light
y Stone Grey,Cool silver,
drum laca
=, TECHNIC 2 BEAM - Light . TEGHNIC 15M1 BEAM - : 10753 TEGHNIC ANG. BEAM 3X5
Ko Ty A2T202 giong Grey 2x . 4542578 o * V 4210752 g0 DEG. - Dark Stone Grey

+ 157 1/2 BUSH - Medium Stone s 121715 CONNECTOR PEG W. 11056 CROSSAXLE 31 WITH
2 %’ 42173 gy 3x ’ 21718 ERICTION - Black 2x / 4211086 \n0B - Dark Stone Grey

5P . 1ss 2M FRIC SNAPWICROSS
4% «yy) 4211855 1oy £ edium Stone Grey

Fig. 4.2.- Piezas de Lego NXT utilizadas.
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Pasos para la implementacion del prototipo robético:

Step1of 18

1x

P

Fig. 4.3.- Eslabon y perno de sujecion.

Step2of 18

) .

v
7

Fig. 4.4.- Rin izquierdo con perno y seguro.

" ‘

Fig. 4.5.- Motor NXT con Rueda.
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Step4 of 18

Fig. 4.6.- Motor, rueda y eslabon.

Step50f 18

3x

Fig. 4.7.- Motor, rueda y eslabones de sujecion.

Step 6 of 18

1x

Fig. 4.8.- Motor, rueda y eslabones sujetos con pernos.

20



9
: i
7

Fig. 4.9.- Rin derecho con perno y seguro.

4

Step 8 of 18

1x

1x

%

Fig. 4.10.- Motor derecho con rueda.

s% & '
N‘#
<2
44
w“

Fig. 4.11.- Sujecién de ambos motores.

\\

o
m;.«"‘

o
ol

o

at
@t

Fig. 4.12.- Conectado del cable de motores.
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Step 110118

Step 12 of 18

Fig. 4.14.- Motores con blogue de programacion ensamblado.

Step 13 of 18

\\

Fig. 4.15.- Bloque de programacion y motores sujetos de ambos lados.
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Step 14 of 18

1x

Fig. 4.16.- Ensamble de perno en parte trasera del bloque de programacion.

Step 15 of 18

1%

¢

3x

 d

Fig. 4.17.- Montaje de pieza trasera en forma de “L”.
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Step 16 of 18

\\

1x

.

Fig. 4.18.- Montaje de cables en la parte superior del bloque de programacion.

Step 17 of 18

1x

S <

1x

Fig. 4.19.- Cable conectado a sensor giroscépico.



Prototipo terminado:

Fig. 4.20.- Prototipo final, robot de dos ruedas.
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4.2.- Aplicacidn del algoritmo de Denavit-Hartenberg (D-H) para la obtencién del modelo
cinematico directo.

Se opta por la utilizacion de éste método, por su facil comprension al ser una serie
sistematizada de 16 pasos.

La aplicacién de éste algoritmo, también conocido como pardmetros DH, nos permite relacionar
con matrices, la posicion del elemento final de nuestro prototipo con su origen,

es decir, nos permite saber en qué lugar del espacio se encuentra el extremo del robot en
relacion con la base.

A las matrices que se obtienen de la relacion, se les conoce como matrices de transformacion.
En seguida se muestra cada paso del algoritmo con su diagrama correspondiente.

D-H1.- Numerar los eslabones, comenzar con 1 (primer eslabon movil de la cadena) y acabar
con n (Ultimo eslabén mévil). Se enumerard como eslabén 0 a la base fija del robot.

Fig. 4.21.- Diagrama que relaciona el modelo real con el de cuerpo libre.
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En la figura se aprecia el diagrama de cuerpo libre del péndulo invertido, la vista lateral nos
permite observar la rueda del Robot en color azul asi como el mastil del péndulo que va desde
el eje de la rueda hasta el extremo superior.

El primer eslabén movil esta en el eje de la rueda mientras que el eslabdn fijo se encuentra
fuera del sistema en el eje de coordenadas conveniente para su analisis, mostrado
posteriormente.

D-H2.- Numerar cada articulacion, empezar por 1 (la correspondiente al primer grado de
libertad) y acabar en n.

E2

At 1
2 e e s TSR R

Fig. 4.22.- Enumeracion de Articulaciones.

El término articulacion lo podemos definir como la unién entre dos eslabones que permite un
movimiento de traslacion o rotacién, para el caso de nuestro robot, la articulacion 1 permite un
movimiento de traslacion entre la rueda y el piso, mientras la articulaciéon dos, un movimiento
de rotacién entre el eje de la rueda y la varilla rigida del péndulo.
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D-H3.- Localizar el eje de cada articulacion. Si ésta es rotativa, el eje sera su propio eje de giro.

Si es prismética, sera el eje a lo largo del cual se produce el desplazamiento.

E2

Eje

Art.1

B> —
Eje

ST

Fig. 4.23.- Eje localizado en el piso y eje de la rueda.

El desplazamiento en la articulacion 1 se produce entre la rueda y el piso por tanto el eje se

localiza a lo largo del desplazamiento.
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D-H4.- Para i de 0 a n-1 situar el eje Z;sobre el eje de la articulacion i+1.

E2

Artl

E0® /

Eje

Fig. 4.24.- Se sitdan los ejes Z.

El eje Z, se sitha sobre la articulacion 1, el eje Z; sobre la articulacion 2, éste saldra del plano y
apuntara hacia afuera de la hoja.
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D-H5.- Situar el origen del sistema de la base {So} en cualquier punto del eje Z Los ejes Xq €
Y, se situaran de modo que formen un sistema dextrogiro con Z,,

M X0

£0

Y0 g S0

Fig. 4.25.- Obtencién de sistema coordenado x, y, z.

El origen del sistema de la base se coloca fuera del sistema de péndulo ya que se requiere una
distancia entre el méstil del péndulo y su referencia al sistema base.
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D-H6.- Para i de 1 a n-1, situar el sistema {S;} (Solidario al eslabdn i) en la interseccion del eje
Zicon la linea normal comun a Z;1 y Z;. Si ambos ejes se cortasen se situaria {S;} en el punto de
corte. Si fuesen paralelos {S;} se situaria en la articulacion i+1.

M X0

Z0

Y0 g S0

Fig. 4.26.- Se sitla el sistema S;.

El valor de n es igual a 2, entonces i solo puede tomar un valor que seria i = 1, se sitta el
sistema S; en la interseccion de Z;.
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D-H7.- Situar X;en la linea normal comin a Z.1 y Z,.

M KO

X1

Fig. 4.27.- Se muestra el eje X;.

Se sitla X; en la linea normal comin a Zyy Z;.
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D-H8.- Situar Y; de modo que forme un sistema dextrégiro con X; y Zi.

M Xo

So

Y0 g Zo

Fig. 4.28.- Coordenada Y4, situada de modo dextrégiro.
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D-H9.- Situar el sistema {S,} en el extremo del robot de modo que Z, coincida con la direccion

de Z,1y Xp,seanormala Z,1y Z,.

Xz

] ¥z

S2/72

¥1

Yo g 50 Zo

Fig. 4.29.- Se agrega el sistema X;, Y, Z,.

La coordenada Y, queda determinada al ser un sistema dextrégiro.
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D-H10.- Obtener ©; como el angulo que hay que girar en torno a Z;; para que X, y X; queden
paralelos.

Xz

M Ko Yz

¥1

Yo -

Fig. 4.30.- Angulo 8,, muestra la inclinacién del prototipo.

De acuerdo al enunciado, ©; = 0; ya que los ejes ya son paralelos por tanto no existe rotacion.
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D-H11.- Obtener d; como la distancia, medida a lo largo de Z;,, que habria que desplazar {S;.}
para que X; y X, quedasen alineados.

X2

/X0 ¥z

Yﬂ.

Fig. 4.31.- distancia dy, entre X;y X,

El valor d2 = 0; ya que S1y S2 estan previamente alineados.
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D-H12.- Obtener a;, como la distancia medida a lo largo de X; (que ahora coincidiria con X;;) que
habria que desplazar el nuevo {S;.1} para que su origen coincidiese con {S;}.

X2

Xo

Yo >

Fig. 4.32.- Distancia entre el eje de la rueda y el piso.

Hasta éste punto, se tiene el modelo general de péndulo invertido listo para ser analizado
matematicamente por lo que seria el diagrama final que incluye angulos, distancias y ejes.
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D-H13.-Obtener a; como el &ngulo que habria que girar en torno a X; (que ahora coincidiria con

Xi1), para que el nuevo {S; 1} coincidiese totalmente con {S;}.

Se obtienen dos angulos:
a; =-90°

0220

Fig. 4.33.- Angulos de giro, en dos sistemas coordenados.

D-H14.- Obtener las matrices de transformaciéon "*A; con el modelo:

cosf; —cosa;sinf; sina;sinf; a;cos6;
HA = sinf; cosa;cosf; —sina;cosf; a;sinb; ec
0 sin a; cos ; d;
0 0 0 1
Parai=1:
cosf; —cosa;sinf; sina;sinf; aqcosb,
op, = sinf; cosa;cosf; —sina;cosf; a;sinb,
0 sin a; coSs a; dq
0 0 0 1

ec.

4.1

4.2
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Al realizar las operaciones en la ecuacién 4.1 obtenemos:

1 0 0 a

on 10 0 1 O

A= 0 -1 0 d ec. 4.3
0O 0 o0 1

Para i = 2; como desconocemos el valor de ©,, la matriz queda expresada de la siguiente
manera, el angulo en el diagrama va en el sentido de las manecillas del reloj y por tanto es
negativo:

Con a,=L,

—cosf, sinf, 0 —Lcosb,
1 —sinf, —cosfB, 0 —Lsin@f
A= 2 2 2 . 44
2 0 0o 1 ec
0

0 0

D-H15. - Obtener la matriz de transformacioén que relaciona el sistema de la base con el del
extremo del robot T= %A, *A,... ™A,

1 0 0 a —cosf@, sinf, 0 —Lcosb,
_0p —0p x1p |0 0O 1 0 —sinf, —cosf, 0 —Lsinb,|_
T="R="A"R=10 1 0 al*| o 0o 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
—cos6f, sinf, 0 a;—Lcosb,
0 0 0 1 0
= = .4
Az sinf, cosf, 0 d;+Lsind, ec >
0 0 0 1

Con lo descrito en este paso, se realiza el producto matricial T = °A, = °A, **A,
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El procedimiento anterior se puede llevar a cabo con el Software MATLAB, mediante el
siguiente cédigo:

>** Definicidén de variables**

al = sym('al'); %% Radio de la rueda.

dl = sym('dl");

t2 = sym('t2'); %% Representa al angulo tethal.
a2 = sym('a2');

L = sym('L");

$%$** Matrices de transformacidén** con a2 = L

A0l = [1 0 0 al; 0 0O10; 0O -1 04d1; 00O 1];

Al2 = [-cos(t2) sin(t2) 0 -L*cos(t2); -sin(t2) -cos(t2) 0 -L*sin(t2); 0 0 1
0; 00 0 1];

A02 = AQ01*Al2;

T = A02;

D-H16.- La matriz T define la orientacién (submatriz de rotacion) y posicion (submatriz de
traslacion) del extremo referido a la base en funcién de las n coordenadas articulares.

4.3.- Aplicacion de la formulacién Lagrange-Euler (L-E) para la obtencion del modelo
dinamico.

La formulacién que se muestra, nos lleva a conocer el comportamiento del movimiento en
nuestro robot, describiéndolo por medio de ecuaciones, dicho en otras palabras, se obtiene un
modelo matematico que describe al fendbmeno llamado péndulo invertido sobre un Robot de
dos ruedas.

Dicho modelo tiene sus limitantes ya que es muy dificil describir mateméaticamente todas las
variables de un sistema que interactla con la naturaleza, para el analisis de nuestro prototipo,
incluiremos factores como inercia y friccion para acercar el modelo obtenido a la realidad.

Se escoge el método Lagrange-Euler como una continuacién del Algoritmo D-H, el cual
también esta representado por una serie de pasos.
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Aplicacion del algoritmo L-E.

L-E1.- Asignar a cada eslabon un sistema de referencia de acuerdo a las normas de D-H.

X2

M Xo

Yo -

Fig. 4.34.- Referencias a cada eslabdn.
Se retoma la figura mostrada en el algoritmo D-H12. Donde se muestran todos los parametros
a analizar.
L-E2.- Obtener las matrices de transformacién A, para cada elemento i.

De igual manera se toman las matrices obtenidas de las ecuaciones 4.1 a 4.5 del modelo
anterior (D-H).
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L-E3.- Obtener las matrices U; definidas por:

y A

El simbolo d representa una derivada parcial de A que se realiza con respecto a la variable g.

0000
4, _[0 0 0 0
11 94, 0 0 0 1
0000
0 0 0 0
®, [0 0 0 O 4,
V15, 1o 0 0 1 V220, =
0 0 0 0

Las expresiones anteriores forman parte de la ec. 4.6.

ec.

4.6

sin 6,

0

cos0,

0

o © © O

[0]

Lsin 8,

LcosH,

El programa de MATLAB, muestra el proceso para obtener las derivadas parciales de éste

paso.

$%** Derivadas parciales, L-E3.
Ull = diff(A01,dl)

Ul2 = diff (A01,t2);
U21 = diff (A02,dl1);
U22 = diff (A02,t2);

L-E4.- Obtener las matrices Uik definidas por:

anj

Uijk = = ec.

0qy

4.7
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Matrices obtenidas:

au
Ui11 ﬁ = [0]

ou
U121W112 = [0]

U222

Las matrices anteriores conforman la ec. 4.7.

Cédigo en MATLAB para éste paso:

%%** Derivadas parciales,

Ulll=
Ullz=
Ul2l=
Ulzz2=
U211=
U212=
U221=
U222=

diff (Ull,dl)
diff (Ul1l,t2)
diff (Ul2,d1)
diff (Ul12,t2)
diff (U21,d1)
diff (U21,t2)
diff (U22,d1)
diff (U22,t2)

L-E4.

6U22

80,

au
Uir2 —t= [0]

U122

U212

cosf,
0
—sin 6,
0

26,

Uiy _ [0]

26,

Va1 _
26, — L0]

—sin 6,
0
—cos0,
0

(=l el

Lcos8,

—Lsin 6,
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L-E5.- Obtener las matrices de pseudoinercias J; para cada elemento, que vienen definidas por:

jxlz dm fxl-yidm fxl-zl-dm fxidm_
f yix;dm f yl-z dm f yiz;dm f y;dm
Ji = ec. 4.8

fzixidm fziyidm lez dm fzidm
jxl-dm fyl-dm jzidm Jdm

Donde las integrales estan extendidas al elemento i considerado, y (X;, Vi, Z;j ) son las coordenadas del diferencial de masa dm
respecto al sistema de coordenadas del elemento.

Matrices de pseudoinercia obtenidas a partir de la ec. 4.8, al realizar las integrales:

ec. 4.9

o O oo
o O oo
o O oo

o O O

I = ec. 4.10

o O oo
S O oo
S O oo

Las matrices de pseudoinercia tienen la forma mostrada, ya que se considera la masa
concentrada en el centro de masa por lo que los Unicos factores que se observan son la masa
uno y la masa dos, para J; y J, respectivamente.

Para ésta paso, basta con ingresar las matrices dentro del programa de MATLAB ya que no
requieren algun calculo.

(O]

$%** Matrices de pseudoinercias L-E5.
Jl= [0 0 0O 0; OO OO; 00O0O0O; 00O ml]
J2= [0 0 0 0; 00 O0O0; 00O0O0; 000 m2]
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L-E6.- Obtener la matriz de inercias D = [dij] cuyos elementos vienen definidos por:

n

dij = Z Tmza(Ukj]kU;fi) ec. 4.11

k=max(i,j)

coni,j=1,2,...,n

n: niumero de grados de libertad

dy = Z Traza(Uyy Ji Ugy) = Tr(Usy J1 Ufy) + Tr(Usy J2 Ugy)
k=max(1,1)

dyp = Z Traza(Uy, Ji UL = Tr(Uy, ], UL)

k=max(1,2)

dp= ) TrazaW JeUl) = Tr(Un J; UR)

k=max(2,1)

dp= Y Traza(Us i Uf) = TrWs J; UL)

k=max(2,2)

Elementos de la matriz de inercias:
diy =my + m,
dip = Lm, - cosB,
dy1 = Lm, - cos 8,
dy; = Lm, - cosB,-LcosB, + Lm, - sinf, - Lsin 6,
L?>m, cos?6, + L?>m, sin?0,
L?>my( cos?0, + sin?0,)

dZZ = Lzmz
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D= d11 dlZ] _ m,q + m, Lmz . COng]

dy;  dyy Lm, - cos6, L*m,
Las expresiones anteriores forman parte de la ec. 4.11.

Codigo en MATLAB para éste paso:

%** Matriz de inercias L-E6.

dll=trace (Ull*Jl*transpose (Ull
dl2=trace (U22*J2*transpose (U21
d21l=trace (U21*J2*transpose (U22
d22=trace (U22*J2*transpose (U22

+trace (U21*J2*transpose (U21)) ;

—_ — — —
—_ — — —

’
’
’

La palabra reservada trace, dentro del Software, nos permite obtener la traza de nuestras
matrices, mientras que transpose, calcula la transpuesta de las mismas.

L-E7.- Obtener los términos hikm definidos por:

n
hixm = z Traza(Ujkm]jU];) ec. 4.12

j=max(i,k,m)

coni,k,m=12,....n

Los términos para éste paso se definen de la siguiente manera:

hy11 = Tr(Us11 J1 Ufy) + Tr(Uz1q J2U31)
hi1z2 = Tr(Uz12 )2 Uz1)
hi21 = Tr(Uzz1 J2 Uz1)
ha11 = Tr(Uzz1 J2 U3)
hi2z2 = Tr(Uzzz )2 Uz1)
ha12 = Tr(Uz12J2 U3,)
ha21 = Tr(Uzz1 )2 U3,)

ha22 = Tr(Uszzz )2 ng
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Términos him:

hyq1 = [0] hizp = =L -my-sin 6,
hi12 = [0] ha12 = [0]
hi21 = [0] ha21 = [0]
hy11 = [0] ha22 = [0]

Los términos anteriores conforman la ec. 4.12.

Cddigo en MATLAB que describe éste procedimiento:

$** Términos h L-E7.
hlll=trace(Ulll*Jl*transpose
hll2=trace (U212*J2*transpose
hl2l=trace (U221*J2*transpose
h2ll=trace (U221*J2*transpose
hl22=trace (U222*J2*transpose

(

(

(

Ull
U21
Uuz21));

)) ttrace (U211*J2*transpose (U21)) ;
))
))
Uu22));
))
))
))
))

’

I

U2l
U222
U22
U22

’

h212=trace (U212*J2*transpose
h221=trace (U221*J2*transpose
h222=trace (U222*J2*transpose

’

I

~ o~ o~~~ o~~~

L-E8.- Obtener la matriz columna de fuerzas de Coriolis y centripeta H=[h]" cuyos elementos

vienen definidos por:

n n
h'i = Z Z hikak qm ec. 4.13

k=1m=1

La matriz se puede definir como:
hy = hi11 61 01 + hysp 61 dy + hygg dy6y + hypy dad,y

hy = hy11 61 01 + ha1 61 dy + hyoy dy61 + hyyy dad
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Matriz de efecto Coriolis y centripeta obtenida:

h1 = _L m2 d% " Sin92
hz = 0

H = [hl] _ [—L my d% - sinf,
0

Las matrices obtenidas son parte de la ec. 4.13

Coédigo de MATLAB:

$** Matriz efecto Coriolis y centripeta L-E8.
hl=hl111*tl punto*tl punto +
h112*tl punto*d2 punto+hl21*d2 punto*tl punto+hl22*d2 punto*d2 punto;

h2=h211*tl punto*tl punto +
h212*tl punto*dZ2 punto+h221*d2 punto*tl punto+h222*d2 punto*dZ punto;

L-E9.- Obtener la matriz columna de fuerzas de gravedad C= [c]" cuyos elementos estan
definidos por:

n

c; = 2(—mngj];rj) ec. 4.14
Jj=1

coni=1,2,....n
g: es el vector de gravedad expresado en el sistema de la base {So} y viene expresado por (gxo. 9yo, 9z0, 0)

irj: es el vector de coordenadas homogéneas del centro de masas del elemento j expresado en el sistema de
referencia  del elemento i.

Lo primero que debemos puntualizar es el hecho de que el vector de gravedad se expresa en
el sistema base, el cual se encuentra en el eje X de nuestro diagrama, por lo que nuestro vector
g tiene su valor en el eje X.

Para obtener cada uno de los vectores, realizamos las siguientes operaciones:

rn=[0001]7
r,=[0001]"
1 = —mygUyy 'ry — mpg Uy
C = —mugUs, 17‘1 —mag Upomy
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Obtenemos cada uno de los vectores de gravedad:

g=1-g 0 0 0]

1 = 0
¢, = —Lgm, sinf,
S 0 ]
C=lal'= —Lgm, sin 0,

rt=[0 0 o 1]

2=1[0 0 o 1]

Las expresiones mostradas conforman la ec. 4.14.

Coédigo de MATLAB:

$** Matriz columna de fuerzas de gravedad L-E9.
rl=[{0 0 0 1];

r2=(0 0 0 17;

rlt=transpose(rl);

r2t=transpose (r2);
Cl=—ml*g*Ull*rlt-m2*g*U21*r2t;
C2=-ml*g*Ul2*rlt-m2*g*U22*r2t;

L-E10.- La ecuacion dindamica del sistema sera:

t=Dg+H+C ec. 4.15

donde 7 es el vector de fuerzas y pares motores efectivos aplicados sobre cada coordenada ;.

T my +my, Lm, cos@,] [d
[ 1] = 7 2 2] Uligsc e 416
F; Lm, cos 6, L*m, 0,

Ty = 6,(myL? cos 67 + myL? sin8%) + L dym, cos 8, — Lgm, sin 6, ec.

F; = —Lm, sin szg + d,(my + m,) + Lm,6, cos 6, ec. 4.18

4.17
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T1: Es el par de fuerza efectivo, se incluye rozamiento y otras perturbaciones que actliian sobre

la articulacién 1.
F1: Es la fuerza efectiva que actla sobre la articulacion 2.

Se renombran las variables y ordenan las ecuaciones:

Con,
m =M
m, =m
6,=26
di=x
T,=T
Fi=F

ParaT.

6mL?(cos 62 +sin#?) + Li¥mcos @ — Lgm sind =T ec.

Con la identidad trigopnométrica:
cos0? +sinf? =1 ec. 4.20
L>mé + Limcos@ — Lgm sinf =T ec. 4.21
Se ordena la ec. 4.21:

mL?0 + mLX cos @ — mgL sin =T ec. 4.22

Para F.

(M + m)% + mL8 cos 8 — mLO2 sin@ = F ec. 4.23

4.19
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4 .4.- Conversion a variables de estado de las ecuaciones del modelo dinamico.

Podemos observar que las ecuaciones 4.22 y 4.23 coinciden con el ejemplo mostrado en el
libro “Ingenieria de control moderna” (Ogata, 1996, 70).

A las que se les agrega la inercia y friccion, para tener una mayor aproximacion de nuestro
modelo con respecto a la realidad, retomamos lo descrito en parrafos anteriores donde se dice
que:

T1: Es el par de fuerza efectivo, se incluye rozamiento y otras perturbaciones que actia sobre
la articulacién 1.

F1: Es la fuerza efectiva que actia sobre la articulacion 2.
Ecuaciones dinamicas que describen el modelo de péndulo invertido:
(M + m)x + bx + mlOcos® — ml6?sin6 = F ec. 4.24

(I1+ mi?)8 — mglsin® = —mlicos0 ec. 4.25

Debemos mantener el péndulo invertido en posicion vertical, por lo que se puede suponer que
0(t) y O(t) son pequefios de forma que:

sind=8; cosd =1y 62=0

A esto le llamamos linealizar el modelo matematico con lo que las ecuaciones 4.24 y 4.25 se
reducen a:

(M +m)x + bx + mlO = F ec. 4.26

(I + mI%)0 — mglo = —mlx ec. 4.27
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Se despeja % de la ec. 4.26 y 6 de la ec. 4.27:

-ml . b 1

x=M+m6_M+mx+M+mF ec. 4.28

-ml mgl

6 = 0 . 429
I+ml2x+1+ml2 ec

Al sustituir las ecuaciones 4.28 y 4.29 en 4.26 y 4.27 respectivamente se obtiene:

.. mgl(M +m) mlb . ml
6= + X — F ec. 4.30
I(M + m) + Mml? I(M + m) + Mml? I(M + m) + Mml?
—gm?[? b(I + ml? I +ml?
X g ( ) X ec. 4.31

=I(M+m)+Mml2 _I(M+m)+Mmlzx+I(M+m)+Mmlz

Siserenombranu=F, x; =60, x, =0 =%, X3 =X, X, = X = X3, ¥, = X, Y, = 0, las cuatro
ecuaciones de estado seran:

X1 = X3 ec. 432
. mgl(M+m) 4 mlb ml 4a3
2EIMAm) + MmE T T IM A m) + Mm2 T 1M+ m) + Mm2 ¢
X3 = X4 ec. 4.34
—gm?l? b(I +mi? I +ml?
= . ( ) ec. 434

ST+ m) + MmE T I+ m) + M2 T I+ m) + MmE

El modelo de variables de estado de un Sistema Lineal e Invariante en el Tiempo (LTI) es:

x =Ax + Bu ec. 4.35

y=Cx+D ec. 4.36
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Las ecuaciones anteriores se sustituyen por matrices para obtener la representacion en el
espacio de estados:

[ 0 1 0 0 ] [ 0 ]

f) |_mglM4m) mlb xul | —ml |

) x| [I(M +m) + Mml? I(M +m) +Mml? ||x2| [I(M+m)+ Mmi?|
x=|."1= + u ec. 4.37

% | 0 00 1 23| ™| 0 I

%4 —gm?I? 0 0 b(I + ml?) J x| | 1+ mi? |

I(M +m) + Mml? I(M +m) + Mml? lI(M+m)+Mml2J

El &ngulo 6 indica la rotacion de la varilla del péndulo y x indica la posicion del carro, por tanto
6 y x son las salidas del sistema.

Representacién matricial de las salidas:

X1
[ﬁ]:[(l) 8 2 8][2 :[)Jg] ec. 438

4.5.- Disefio y obtencion de un sistema de control para el péndulo invertido.

Se desarrolla un programa dentro del Software MATLAB, el cual tiene como finalidad obtener
los valores necesarios para estabilizar el sistema de péndulo invertido, determina la matriz de
ganancias de realimentacion de estado mediante la formula de Ackerman para lograr que éste
sistema naturalmente inestable pase a ser estable, es decir, nos permite mantener al robot de
dos ruedas en posicion vertical.

Antes de dar paso a la implementacion del programa, es necesario obtener graficas y tablas de
pardmetros requeridos, para lo cual se llevan a cabo pruebas experimentales y mediciones que
permiten obtener los resultados siguientes:

Calculo de Torque de motor de LEGO NXT, segln pruebas experimentales.

Tabla 4.1.- Caracterizacion de torque de motor Lego.

Power (%) Peso (kg), Fuerza (N) Torque (N*m)
25 4.4145 0.24279
50 5.3955 0.29675
75 6.1803 0.33991
100 6.4746 0.3561
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Gréfica 4.1.- Torque de motor NXT.
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Se calcula la fuerza sin olvidar la distancia del eje del motor con respecto al suelo, la cual esta
directamente relacionada al radio de la rueda en nuestro prototipo.

Para calcular la fuerza, se toman los valores para el 100% de potencia en el motor y un
diametro de 0.022 m en la rueda, se utiliza la ec. 3.2 de donde se obtiene:

F=16.1863 N ec. 4.39

Como los motores LEGO NXT son producidos bajo estrictas normas de caracterizacion y
control, se supone que todos los motores son iguales, por lo que solo se realizan pruebas en
uno solo.
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Pesaje de los elementos requeridos con el uso de una bascula:

Fig. 4.35.- Masa del péndulo y de la rueda.

La friccién del sistema asi como la inercia, se calculan de la siguiente manera:

De la ec. 3.3 podemos argumentar que d es igual a la distancia del péndulo al centro de masa
por lo que al sustituir los valores en dicha ecuacién obtenemos:

I=0.011 kgm? ec. 4.40

Para poder calcular la friccién del sistema, se ocupa la formula mostrada en la ec. 3.4, donde
se observan los términos de Fuerza y velocidad, la fuerza la podemos obtener de la tabla de
caracterizacion antes mostrada, la velocidad debe ser calculada mediante la ec. 3.5.

Los experimentos de distancia y tiempo, arrojan que:
d =0.655m ec. 4.41
t=2s ec. 4.42

Por lo que la velocidad resultante es:

m
V =0.3275 5 ec. 4.43

Y la friccion obtenida:

b =50.38 ec. 4.44
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Tabla 4.2.- Parametros del prototipo.

Variable Descripcién Medida
M Masa del péndulo 0.03 kg
m Masa del vehiculo 0.525 kg
b Friccidn del sistema 100.76
L Longitud del péndulo al centro de masa 0.145m
[ Inercia del sistema 0.011 kgm®
g Fuerza de gravedad 9.81 m/s?

Es importante sefialar que el prototipo robético presenta dos ruedas en contacto con la
superficie, por lo cual el valor de la friccion que se muestra en la tabla 4.5.2 es dos veces el
valor calculado.

Desarrollo del software de control con MATLAB:

$Diseno del

M=0.03;
m=0.525;
1=0.145;
b=100.76;
I=0.011;
g=9.81;

o° o© o° o o°

o\

sistema de control para el péndulo invertido

Masa de las ruedas del Robot, [Kg].

Masa del cuerpo del Robot, [Kg].

Distancia del eje de las ruedas al centro de masa,
Valor de friccidén del sistema.

Valor de inercia del sistema.

Aceleracidén de la gravedad, [m/s"2].

d= I *(M+tm)+ M * m * 172;

[

% *** Matrices del modelo de espacio de estados, A, B,C y D.

A=[0 1 0 0;

m*g*1* (M+m) /d O 0 m*1*b/d;

0 0 0 1;

-g*m*2*1°2/d 0 0 -b*(I+m*1"2)/d];
=[0;-m*1/d;0; (I+m*1"2)/d];

B
C
D

[0;01;

[1 000;0010];

% *** Matriz de controlabilidad M.
M= [B A*B A"2*B A"3*B];

[

rank (M)

% Dado que
controlable.

% *** Verificacidén del rango.

el rango de M es 4, el sistema es de estado

completamente
Por tanto, es posible la ubicacidén arbitraria de los polos.
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% *** Polinomio caracteristico deseado J.

J= [-15+3*1, 0, 0, 0;
0, -15-3*1, 0, 0;
0, 0, -10, 0;
0, 0, 0, -101;

JJ = poly (J);

[)

$ *** Polinomio caracteristico Phi.

Phi= polyvalm(poly(J),A);
% *** Determinaciédn de la matriz de ganancias de realimentacidn
estado K.

K= [000 1]*(inv(M)) *Phi

Cdédigo que muestra la respuesta del sistema a la condicion inicial.
% *** Respuesta del sistema a la condicidén inicial dada.
AA=A-B*K;

o)

$ *** Matriz de las condiciones iniciales BB = Bhat.

BB= [0.1;0;0;07];
[x,z,t]= step(AA,BB,AA,BB);
x1l= [1 0 0 0]*x"

x2= [0 1 0 0]*x"
x3= [0 0 1 0]*x"';
x4= [0 0 0 1]1*x"

Graficacién de las curvas de respuesta del sistema.

$*** Angulo con respecto a la vertical, contra el tiempo.
subplot (2,2,1);

plot (t,x1);grid

title('x1l (Theta) contra t'")

xlabel ('t seg')

ylabel ('x1l = Theta')

$*** Velocidad angular, contra el tiempo.
subplot(2,2,2);

plot (t,x2);grid

title('x2 (Theta punto) contra t')

xlabel ('t seg')

ylabel ('x2 = Theta punto')

del
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% *** Desplazamiento del carro, contra el tiempo.
subplot (2,2,3);

plot (t,x3);grid

title('x3 (Desplazamiento del carro) contra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x3 = Desplazamiento del carro')

$*** Velocidad del carro, contra el tiempo.
subplot (2,2,4);

plot (t,x4);grid

title('x4 (Velocidad del carro) contra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x4 = Velocidad del carro')

Gréficas de respuesta.
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¥2 (Theta dot) contra t
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@ 0.02 0
= >
O I
I =
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Gréfica 4.2.- Estabilidad obtenida.
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4.6.- Adaptacién del sistema de control a c6digo de ROBOTC.
El componente clave para lograr el equilibrio del prototipo en dos ruedas, es un sensor
giroscopico, el robot usa el giroscopio GyroSensor de la marca HiTechnics.

o

Fig. 4.36.- Sensor GyroSensor (Tomas Arribas, 2011).

En la figura 4.36 se muestra el sensor utilizado, que si bien no es elaborado por la marca Lego,
es compatible con ella debido a que se comunica por medio del mismo protocolo (i%c).

Este sensor nos permite saber la velocidad de rotacion de nuestro robot, dicho valor esta dado
en grados sobre segundos, lo cual permite obtener valores entre 0 a 1024, con un valor de 512
en reposo.

Respuesta del sensor a una oscilacion, onda cuadrada:

1200
1000 o
800 ﬂ _]
600 le‘-w»—| F“vv—- \\\.*v-vvj 'lJﬂwhv' == "u“«v— — Lectura Giro
400 !
200
/ I

Gréfica 4.3.- Lectura de oscilacion (Tomas Arribas, 2011).
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Como se menciona anteriormente, el sensor utilizado nos devuelve valores de velocidad de
giro, “si hacemos un poco de memoria recordaremos que d,/d; es la velocidad, y
reciprocamente la integral de la velocidad, es la posicién” (Tomas Arribas. (2011, Enero 4).
NXT Two Wheels. [Texto de blog]. Recuperado de http://nxttwowheels.blogspot.mx) por lo que
es necesario integrar la gréfica anterior de donde se obtiene la posicion que se muestra a
continuacion.

150

— Giros copo X

Lo Ei- EIJIE B R ﬁ\ﬁ ﬁ g o 18 | | — Pasicion Angular

Gréfica 4.4.- Integracion de la grafica 4.3 (Tomas Arribas, 2011).

Ahora que tenemos el valor de la posicidn, se sabe que el valor de referencia es 512 si el
prototipo esta en reposo, podemos determinar la posicion a cada instante del robot con una
diferencia entre el valor de la integral y el valor de referencia.

Con la teoria antes mencionada, se muestra en seguida el codigo de control desarrollado con
comentarios explicativos dentro del software ROBOTC.

//Este programa ha sido adaptado del programa desarrollado por Hitechnics
para Lego.

//Adaptacion por: Jose Rodrigo Cuautle Parodi.

//*****Declaracidén del sensor, gyro Sensor**x*x

const tSensors GyroSensor = (tSensors) S1;

float tInterval=0; //Intervalo de tiempo entre ciclos;

float gOffset=0; // Desviacién del valor que devuelve el giroscopio.
float gyroSpeed=0; //Velocidad angular en grados/seg del péndulo.
float gyroAngle=0; //Angulo de giro en grados.
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//*****mDeltaP3 a mDeltaP0 son variables para obtener la velocidad angular a
partir de un promedio de los uUltimos 4 ciclog*****

long mDeltaP3=0;

long mDeltaP2=0;

long mDeltaPl=0;

long mDeltaP0=0;

long motorSum=0; // Suma de los codificadores de los motores.

long motorDiff=0; // Diferencia de los codificadores de los motores.
float motorPos=0; // Suma de las posiciones de los motores.

float motorSpeed=0; //Velocidad de los motores.

float power=0; //Con esta variable se calcula la potencia a aplicar a
los motores.

float powerLeft=0; //Potencia del motor izquierdo.

float powerRight=0; //Potencia del motor derecho.

long tiempo=0;

//*****0Obtencidén de la desviacidn del sensor*****
void getGyroOffset (void)
{
long gyroSum;
long gyroMax;
long gyroMin;
long gyro;
do{
gyroSum=0;
gyroMax=-1000;
gyroMin=1000;
for (int count=1;count<=100;count++)
{
gyro=SensorValue (GyroSensor) ;
gyroSum=gyro+gyrosSum;
if (gyro>gyroMax) gyroMax=gyro;
if (gyro<gyroMin) gyroMin=gyro;
waitlMsec (5);
}
}while ( (gyroMax-gyroMin)>1);
gOffset=gyroSum/100.0; }



//*****Proporciona tiempo para posicionar el robot, después de haber
calculado el Offset**x**x*
void StartBeeps (void)
{
for (int count=1;count<=5;count++)
{
PlayImmediateTone (440,10);
waitlMsec (900) ;
}
nMotorPIDSpeedCtrl [motorA]
nMotorPIDSpeedCtrl [motorC]
motor [motorA]= 0;

mtrSpeedReg;
mtrSpeedReg;

motor [motorCl= 0;
nMotorEncoder [motorC]=0;
nMotorEncoder [motorA]=0;
waitlMsec (1) ;

}

//*****Calcula el tiempo que consume cada ciclo de control****x*
void calcIntervalo (long cLoop)
{long t=0;

if (cLoop==0)

{
ClearTimer (T1) ;
tInterval=0.008;

else
{ t=timel (T1);
if (£>=10000) {
tiempo=tiempo+t;
ClearTimer (T1) ;
t=0;
}
tInterval= (tiempo+t)*0.001/cLoop;
}

//*****Calcula la posicidén y la velocidad del péndulo*****
void GetGiroData (void)
{ long datoGyro;
datoGyro=SensorValue (GyroSensor) ;
gOffset= gOffset*0.9995+datoGyro*0.0005;
gyroSpeed=datoGyro-gOffset;
gyroAngle=tInterval*gyroSpeed+gyroAngle;



//*****Calcula la posicidén y la velocidad de los motoreg*****
void GetMotorData (void)
{long motorDiff;
long motorSuml;
mDeltaP3=mDeltaP2;
mDeltaP2=mDeltaPl;
mDeltaPl=mDeltaPO0;
motorDiff=nMotorEncoder [motorC]-nMotorEncoder [motorA];
motorSuml= nMotorkEncoder [motorC]+nMotorEncoder [motorA];
mDeltaPO=motorSuml-motorSum;
motorSum=motorSuml;
motorPos=motorPos+mDeltaP0;
motorSpeed=( (mDeltaP0+mDeltaPl+mDeltaP2+mDeltaP3)/4.0) /tInterval;

//*****Ecuacidén de control*****
void EcuacionBalance (void)
{

float u;

float gyroAnglel;

float gyroSpeedl;

float motorPosl;

float motorSpeedl;

//*****Conversidén de unidades*****
gyroAnglel= gyroAngle*PI/180.0; //Conversidén a radianes.
gyroSpeedl= gyroSpeed*PI/180.0; //Conversidn a radianes sobre segundo.
motorPosl= motorPos/720.0*%0.13; // Conversidén a metros.
motorSpeedl= motorSpeed/720.0*0.13; //Conversidén a metros / segundo.

u = gyroAnglel * 179.04+ gyroSpeedl * 27.45 + motorPosl * 129.23 +
motorSpeedl * 184.61;
power= u*3;

//*****Control de la direccidn (versidn trivial)* xx**
void SteerControl (void)
{ long steerDiffTarget=0;
powerLeft=power+ (steerDiffTarget-motorDiff) *0.5;
powerRight=power- (steerDiffTarget-motorDiff) *0.5;
}



//*****Detecta si el robot ha caldo****x*

bool DetectFall (void)

{
if (power>-100 && power<1l00) ClearTimer (T2);
if (timel (T2)>1000) return true;
return false;

//*****Funcién principal*****
task main ()
{long ciclo=0;
bool falla=false;
//Calcula la referencia cero del giroscopio.
getGyroOffset () ;
//Manda una alerta audible e inicializa los motores y encoders a cero.
StartBeeps () ;
do
{
//Calcula el tiempo de cada ciclo de control.
calcIntervalo(ciclo);
// Hace la lectura del giroscopio, calcula la posicidén del péndulo y su
velocidad angular.
GetGiroData() ;
//Calcula la posicidén de la rueda y su velocidad.
GetMotorDatal() ;
//Calcula la fuerza (power), con la suma de ganancias, variables de
posicién y velocidad.
EcuacionBalance () ;
//Asigna la fuerza para el motor derecho e izquierdo, por tanto controla
la direccidn.
SteerControl () ;
//Asigna la fuerza al motor A.
motor [motorA]=powerRight;
//Asigna la fuerza al motor C.
motor [motorC]=powerLeft;
waitlMsec (1) ;
// Verifica que el Robot no se haya caido.
falla=DetectFall () ;
ciclo++;
} while(!falla); //Si el Robot sigue en pie, se repite el ciclo.
motor [motorA]=0;
motor [motorC]=0;
// Mensaje de alerta si el Robot ha caido.
nxtDisplayTextLine (6, "%s", "Me he caido");
waitlO0Msec (200) ;
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Una vez adaptado el cddigo a un programa capaz de ser ejecutado por el bloque de
programacion del NXT, solo resta cargarlo y ejecutarlo para corroborar que en efecto se ha
logrado estabilizar el robot de dos ruedas capaz de mantener la vertical mediante péndulo
invertido como se aprecia en la figura 4.37.

Fig. 4.37 Robot de dos ruedas en equilibrio.
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CAPITULO V CONCLUSIONES.

Los objetivos planteados fueron alcanzados, se logré la estabilidad del Robot en dos ruedas
mediante péndulo invertido, si bien la cinemética elaborada se llevd a cabo sin ningun
problema, la dinamica requirid6 agregar friccion e inercia al modelo planteado en un principio,
esto con el fin de poder acercar el modelo matemética a la realidad y aunque falté considerar
algunas variables del entorno, el prototipo cumple con la estabilidad buscada ya que en ningln
momento se buscé plantear un nuevo modelo de control ni se pretendia abordar todos los
factores fisicos ya que al incluirlos; conllevaria tener la infraestructura necesaria dentro de la
Universidad lo que resulta en una limitante descrita dentro de la investigacion.

Aunado a lo anterior, el problema de medicion de inercia y friccion fue abordado con métodos
experimentales y comparado con los pardmetros encontrados en la literatura consultada, al
verificar la similitud de los resultados se validan totalmente los experimentos.

La satisfaccion mas grande del trabajo mostrado, reside en la didactica aplicada a la base firme
de procesos y procedimientos que permiten implementar un péndulo invertido y con ello
acercar a los alumnos de Ingenieria de la Universidad del Valle de Puebla a un modelo
palpable que refleje la teoria vista en el aula, de este modo se logra una mayor comprension y
aprendizaje para su formacion profesional.

5.1.- Trabajo futuro.

El trabajo de tesis se baso en un kit de robdtica educativa, con ello se entendieron los principios
gue rigen al problema de estabilidad en un péndulo invertido, lo cual nos lleva a pretender
construir un vehiculo mévil bajo este mismo principio, que pueda ser usado como medio de
transporte personal.
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CAPITULO VI ANEXOS.

Codigo en MATLAB utilizado en el paso D-H15 de cinemética directa.

$%$** Definicidén de variables**

al = sym('al'); %% Radio de la rueda.
dl = sym('dl");
t2 = sym('t2'); %% Representa al angulo tetha?.

az = sym('a2');
L = sym('L");

$%** Matrices de transformacidén** con a2 = L
A0l = [1 0 0 al; 0O 1 0; O -1 0 d1; 0 O O 11-
Al2 = [-cos(t2) sin(t2) 0 -L*cos(t2); -sin(t2) -cos(t2) 0 -L*sin(t2); 0 0 1

0;, 000 17;
AO02 = A01*Al2;
T = A02;

Cédigo en MATLAB utilizado en el algoritmo de dindmica (L-E).

$%** Definicidén de variables**
al=sym('al'");

dl=sym('dl");

t2=sym('t2'); %% Representa al angulo tetha2.
az=sym('a2'");

d2=sym('d2");

ml=sym('ml"');

m2=sym('m2") ;

L=sym('L");

g=sym('g");

tl punto=sym('t punto');
d2 punto=sym('dZ2 punto');

$%** Matrices de transformacidédn** con a2 = L

A0l=[1 0 0 al; 00O 1 0; 0 -1 0 d1l; 00 O 171;

Al2=[-cos (t2) sin(t2) 0 -L*cos(t2); -sin(t2) -cos(t2) 0 -L*sin(t2);
000 1];

AQ02= AQ01*Al2;

T=A02;

%%** Derivadas parciales, L-E3.
Ull= diff (A01,dl);

Ul2= diff (A01,t2);

U21= diff (A02,dl);

U22= diff (A02,t2)

’

%%** Derivadas parciales, L-E4.
Ulll= diff (Ul1l,dl);

Ull2= diff (Ull,t2)
Ul21= diff(Ul2,d1);
Ul22= diff(Ul2,t2);
U211= diff(U21,d1l)

’

’

001 0;
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U212= diff (U21,t2);
U221= diff (U22,d1);
U222= diff (U22,t2);

$%** Matrices de pseudoinercias L-Eb5.
Jil=[{0 0 0 0; 0O0OO0OO0; 0O0OOO0; 00O ml];
J2=[0 0 0 0; 0O O 0O; OOOO; 0O0O0mM2];

$** Matriz de inercias L-EG6.

dll=trace(Ull*Jl*transpose (Ull
dl2=trace (U22*J2*transpose (U21
d21l=trace (U21*J2*transpose (U22
d22=trace (U22*J2*transpose (U22

+trace (U21*J2*transpose (U21)) ;

I

’

’

—_ — — ~—
—_ — — —

%** Términos h L-E7.

hlll=trace(Ulll*Jl*transpose (Ull
hll2=trace(U212*J2*transpose (U21
hl2l=trace (U221*J2*transpose (U21
h21ll=trace(U221*J2*transpose (U22

( +trace (U211*J2*transpose (U21)) ;
( (
( (
( (
hl22=trace (U222*J2*transpose (U21
( (
( (
( (

’

)
)
)I
) ;
).
)
)
)

’

’

h212=trace (U212*J2*transpose (U22
h221=trace (U221*J2*transpose (U22
h222=trace (U222*J2*transpose (U22

’

—_— — — — — — — ~—

I

$** Matriz efecto Coriolis y centripeta L-ES8.

hl=hl111*tl punto*tl punto +

h112*tl punto*d2 punto+hl21*d2 punto*tl punto+hl22*d2 punto*d2 punto;
h2=h211*tl punto*tl punto +

h212*tl punto*d2 punto+h221*d2 punto*tl punto+h222*d2 punto*d2 punto;

$** Matriz columna de fuerzas de gravedad L-E9.
rl=[0 0 0 17;

r2=[0 0 0 11];

rlt=transpose(rl);
r2t=transpose (r2);
Cl=-ml*g*Ull*rlt-m2*g*U21*r2t;
C2=-ml*g*Ul2*rlt-m2*g*U22*r2t;
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Software de control desarrollado en MATLAB.

$Disefio del sistema de control para el péndulo invertido

M=0.03; % Masa de las ruedas del Robot, [Kg].

m=0.525; % Masa del cuerpo del Robot, [Kg].

1=0.145; % Distancia del eje de las ruedas al centro de masa, [m].
b=100.76; % Valor de friccidén del sistema.

I=0.011; % Valor de inercia del sistema.

g=9.81; % Aceleracidén de la gravedad, [m/s"2].

d= I *(M+m)+ M * m * 1°2;

[

% *** Matrices del modelo de espacio de estados, A, B,C y D.
A=[0 1 0 0;

m*g*1* (M+m) /d 0O 0 m*1*b/d;
0 0 0 1;
-g*m"*2*172/d 0 0 -b*(I+m*1"2)/d];

[0;-m*1/d;0; (I+m*1~2)/d];
[1 00 0;0 01 0];
[0;01;

B
C
D

% *** Matriz de controlabilidad M.
M= [B A*B A"2*B A~3*B];

o)

% *** Verificacidén del rango.
rank (M)

o)

controlable. Por tanto, es posible la ubicacidén arbitraria de los polos.

Q

% *** Polinomio caracteristico deseado J.

J= [-15+3*1, 0, 0, 0;
0, -15-3*1, 0, 0;
0, 0, -10, 0;
0, 0, 0, -101;

JJ = poly(J);

% *** Polinomio caracteristico Phi.

Phi= polyvalm(poly(J),A);

% *** Determinacidén de la matriz de ganancias de realimentacidn

estado K.

K= [000 1]*(inv(M)) *Phi
% *** Respuesta del sistema a la condicidén inicial dada.
AA=A-B*K;

% Dado que el rango de M es 4, el sistema es de estado completamente

del
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[

% *** Matriz de las condiciones iniciales BB = Bhat.

BB= [0.1;0;0;0];

[x,z,t]= step(AA,BB,AA,BB);
x1l= [1 0 0 0]*x"';

x2= [0 1 0 0]*x"';

x3= [0 0 1 0]*x"';

x4= [0 0 0 1]*x';

$*** Angulo con respecto a la vertical, contra el tiempo.
subplot (2,2,1);

plot(t,x1);grid

title('xl (Theta) contra t')

xlabel ('t seg')

ylabel ('x1l = Theta')

$*** Velocidad angular, contra el tiempo.
subplot (2,2,2);

plot (t,x2);grid

title('x2 (Theta punto) contra t')

xlabel ('t seg')

ylabel ('x2 = Theta punto')

% *** Desplazamiento del carro, contra el tiempo.
subplot (2,2, 3);

plot (t,x3);grid

title('x3 (Desplazamiento del carro) contra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x3 = Desplazamiento del carro')

$*** Velocidad del carro, contra el tiempo.
subplot (2,2,4);

plot(t,x4) ;grid

title('x4 (Velocidad del carro) contra t')
xlabel ('t seg')

ylabel ('x4 = Velocidad del carro')
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