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Resumen

Procesos de Decision de Markov bajo el Criterio de
Entropia Relativa

Gladys Denisse Salgado Suarez

El proposito principal de esta tesis es abordar los siguientes dos problemas
relacionados con Procesos de Decisién de Markov (PDMs), el cual es el tema
central de este trabajo:

a) El Problema de la Ruta més Corta.

b) El Analisis Asintético de un Sistema de Control Determinista.

Se proponen condiciones para obtener una soluciéon al problema de la
ruta mas corta estocastica con las siguientes caracteristicas: El espacio de
estados es infinito numerable, el criterio de rendimiento es la recompensa
total esperada y se incluye una restriccion en los costos de informacion. Para
ello, se consideran recompensas negativas (costos), una condicién basada en
politicas propias y un método basado en un PDM con el costo total esperado
como criterio de rendimiento, donde la funcién de costo refleja el equilibrio
entre las recompensas esperadas (valor) y los costos de informacién. Para
obtener el valor y la politica éptimos, demostramos que la funcién de costo
optimo es la tnica soluciéon de la ecuacion de programacion dinamica y que el
método de aproximaciones sucesivas converge a la funciéon de valor éptimo.

Presentamos también, ejemplos numéricos del problema de la ruta mas
corta, determinista y estocastica para el caso de nodos numerables e incluyendo
costos de comunicacion, ademas, desarrollamos el ejemplo del mundo de la
rejilla con celdas numerables y subconjuntos de R, como introduccién a una
posible extension del espacio de estados.

Con respecto al segundo problema, se tiene un Sistema de Control
Determinista (SCD), el cual es usado para modelar sistemas dindmicos, en
donde el nuevo estado puede ser determinado con base en la accién que
se tome y al estado actual, a través de una ecuacién en diferencias que
no posee un ruido aleatorio. En este trabajo se buscaron las condiciones
necesarias para garantizar la existencia del punto de equilibrio del sistema,
asi como la convergencia a dicho punto para SCD generales, demostrando que
la trayectoria 6ptima es monotona y acotada, ademas de caracteriza el punto de
equilibrio a través de la ecuacién de Euler. Se plantea ademas el ejemplo de la
Funcién de Utilidad Logaritmica que describe la produccion de una economia
mediante una ecuacién en diferencias, la cual muestra la teoria determinista
desarrollada.
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Introduccion

El tema principal de este trabajo de tesis es Procesos de Decision de
Markov (PDMs). Un PDM es aquél que modela, mediante un Modelo de
Control de Markov, un sistema observado en el tiempo por un controlador
o agente decisor que influye en la evolucién del sistema. El controlador
decide la accién (control) a tomar dependiendo del estado actual con el
objetivo de que el sistema se desempene eficazmente con respecto a cierto
criterio de optimalidad (funcién objetivo o criterio de rendimiento). La accién
genera un costo (o recompensa) a pagarse y repercute en el nuevo estado
del sistema de acuerdo con una distribucién de probabilidad preestablecida.
Este procedimiento de seleccion se repite de manera periédica hasta cierto
momento dado llamado horizonte del problema, a la sucesién de acciones
determinada se le denomina politica. La mejor politica serda aquella que
optimice el criterio de optimalidad, lo cual da origen al problema de control
6ptimo [18], [30].

El propdsito principal de esta tesis es abordar los siguientes dos problemas
relacionados con PDMs:

a) El Problema de la Ruta més Corta.
b) El Anélisis Asintético de un Sistema de Control Determinista.

Desde sus inicios, el estudio de problemas relacionados con PDMs ha
sido relevante por la diversidad de aplicaciones a las que da solucién, por
ejemplo en Inteligencia Artificial [42], Finanzas [39], Comunicaciones [I],
Administracién de Recursos Naturales [27], Ingenierfa [21], etc. Las primeras
investigaciones se centraron en el desarrollo de los planteamientos y métodos
de solucién, uno de estos métodos es llamado Programacién Dindmica [13],
por lo tanto, dicho método sera la herramienta principal para resolver los
problemas de esta tesis.

El problema cldsico de la Ruta mds corta estocastica ([2], [4], [5])
comprende un grafo dirigido con un nimero finito de nodos, donde cada arco
tiene una longitud (o recompensa) asignada. El problema implica seleccionar
una distribucién de probabilidad para cada nodo sobre todos los nodos
sucesores posibles. De esta manera, los arcos se forman de un nodo a otro
hasta alcanzar un nodo especifico, llamado terminal. El objetivo es llegar al
nodo terminal con la longitud minima esperada (o la mayor recompensa).
Por lo tanto, de acuerdo a sus caracteristicas, el problema antes mencionado



puede ser identificado como un PDM.

Dentro del estudio de estos problemas a través de un PDM se ha incluido
una restriccion sobre los costos de informacion, definido a través de la entropia
relativa, concepto dado por la Teorfa de la informacion. La entropia relativa
se ha trabajado, en espacios de estados finitos, como una medida del flujo
de informacién generado entre el sistema y el ambiente ([16], [17], [28], [33],
[40]), o bien, como elemento importante dentro del control éptimo inverso
(o aprendizaje de refuerzo inverso, IRL) en el marco de PDMs linealmente
solubles [26].

En el contexto de la teoria de informacién, los costos de informacién son
generados debido a que estdn inmersos dos sujetos, el decisor (controlador) y
el actuador. El decisor controla y envia el mensaje, mientras que el actuador
recibe el mensaje y lleva a cabo la accién. Si ahora, se consideran escenarios
donde el controlador y el actuador estan separados por algin canal de
comunicacion, el envio de informacién a través del canal no es gratuito
pues la informacién enviada por el agente puede llegar incompleta en la
etapa siguiente. Por lo tanto, los agentes al decidir la accién a tomar deben
considerar no solo la recompensa (o costo) que se genere sino también los
costos de comunicacién, para ello, es importante incluir en el sistema un
segundo criterio que los contemple.

Con base en los estudios anteriores, la primera aportacién de este trabajo
es, proponer condiciones para obtener una solucion al problema de la ruta mas
corta estocastica con las siguientes caracteristicas: El espacio de estados es
infinito numerable, el criterio de rendimiento es la recompensa total esperada
y se incluye una restriccién en los costos de informacion.

Para ello, se consideran recompensas negativas (costos), de manera que
cuando se combinan con los costos de informacion, los arcos se generan con
una longitud positiva. Ademas, es necesaria una condicién que garantice la
conexion de cada nodo con el nodo terminal. Esta condiciéon es contemplada
cuando la solucién se busca dentro del conjunto de las llamadas politicas
propias [2], las cuales tienen la caracteristica de garantizar que se alcance
el estado terminal casi seguramente después de un numero finito de pasos,
independientemente del estado inicial. Posteriormente, proponemos un método
basado en un PDM con el costo total esperado como criterio de rendimiento,
donde la funcién de costo refleja el equilibrio entre las recompensas esperadas
(valor) y los costos de informacién. Para obtener el valor y la politica
optimos, demostramos que la funcién de costo éptimo es la tnica solucién de
la ecuacion de programacién dinamica y que el método de aproximaciones
sucesivas converge a la funcién de valor 6ptimo.
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Presentamos también, ejemplos numéricos del problema de la ruta mas
corta, determinista y estocastica para el caso de nodos numerables e incluyendo
costos de comunicacion, ademas, desarrollamos el ejemplo del mundo de la
rejilla con celdas numerables y subconjuntos de R, como introduccién a una
posible extension del espacio de estados [2], [4], [16], [17], [28], [33], [40].

Con respecto al segundo problema, se tiene un Sistema de Control
Determinista (SCD), el cual es usado para modelar sistemas dindmicos, en
donde el nuevo estado puede ser determinado con base en la accion que se
tome y al estado actual, a través de una ecuacién en diferencias que no posee
un ruido aleatorio. Estas clases de problemas se incluyen en la teoria de los
procesos de decisién de Markov ([18], [20]).

Cuando la ecuaciéon en diferencias estd perturbada por un ruido aleatorio,
llamado problema estocastico, importantes investigaciones han proporcionado
una solucién a través del sistema determinista asociado ([14], [24], [44]), sin
embargo, debe poder garantizarse y caracterizarse el estado de convergencia
de su trayectoria Optima. Es por ello, que la convergencia de la trayectoria
6ptima del SCD resulta de interés.

Al estudiar la convergencia de la trayectoria 6ptima, se ha encontrado para
ejemplos particulares que el punto de equilibrio es el estado limite. El punto
de equilibrio del sistema, se entiende como el estado en el que la trayectoria se
estabiliza y por ende no existe variacion. En términos econémicos, el punto de
equilibrio seria aquel en el que la economia se vuelve estable y se alcanzarian
las mayores utilidades [12]. Una herramienta bésica para poder caracterizarlo
ha sido la ecuacion de Euler.

Es por ello que en este trabajo se buscaron las condiciones necesarias
para garantizar la existencia del punto de equilibrio del sistema, asi como
la convergencia a dicho punto para SCD generales, demostrando que la
trayectoria éptima es mondtona y acotada, ademas de caracteriza el punto de
equilibrio a través de la ecuacién de Euler.

Se plantea ademas el ejemplo de la Funcién de Utilidad Logaritmica que
describe la produccién de una economia mediante una ecuacién en diferencias,
la cual muestra la teoria determinista desarrollada.

La redaccion del presente trabajo se realiza de la forma siguiente: El
Capitulo 1 presenta la teoria basica de PDMs, Programacién Dindmica y los
conceptos principales de Teoria de la Informacion. En los Capitulos 2 y 3 se
abordan el problema de control con el criterio de energia libre y el Analisis
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asintotico de un Sistema de Control Determinista, respectivamente, para cada
uno de ellos, se realiza una revision de los antecedentes, se plantea formalmente
el problema de control, se describe la metodologia que se sigue y se expone la
solucion, asi como ejemplos que muestran la aplicacién de la teoria trabajada.
Finalmente, se presentan las conclusiones derivadas de este trabajo.

v
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Capitulo 1

Preliminares

Para resolver los problemas abordados en esta tesis, la teoria de Procesos de
Decision de Markov es una herramienta adecuada, es por ello que retomamos de
[18] v [30] los conceptos principales de esta érea asi como de la teorfa principal
de Programacion Dindmica. Incluimos también los elementos esenciales de la
Teoria de la Informacion a los cuales se hara referencia en el resto de la tesis.

1.1. Procesos de Decision de Markov

Un Proceso de Decision de Markov (PDM) modela un sistema
observado en el tiempo por un controlador o agente decisor que influencia
en la evolucién del sistema. El controlador decide qué accién (control)
tomar dependiendo del estado en el que estd con el objetivo de que el
sistema se desempene eficazmente con respecto a ciertos criterios de
optimalidad (funcién objetivo). La accién genera un costo (o recompensa)
que debe pagarse y repercute en el nuevo estado del sistema de acuerdo a
una distribuciéon de probabilidad dada. Para cada estado del sistema debe
especificarse una regla de decision que indique qué accién tomar, para ello
se establece una politica o estrategia. La mejor politica sera la que optimice
el criterio de optimalidad lo que da origen al Problema de Control Optimo.

Un Modelo de Control de Markov (MCM) estacionario, consiste de la
quintupla:
(X, A, {A(@)[r € X}, Q,7)

donde:
= X es un espacio de Borel no vacio, llamado espacio de estados;

= A es un espacio de Borel no vacio, llamado conjunto de acciones o
controles;
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» {A(z)|x € X} es una familia de subconjuntos medibles, no vacios A(x)
de A, donde A(x) denota el conjunto de controles admisibles cuando el
sistema se encuentra en el estado x € X. El conjunto K de parejas de
estados acciones-admisibles, estd definido por

K= {(z,a)|lz € X,a € A(z)},

y se supone que es un conjunto medible del espacio producto X x A;

= Q es un kérnel estocastico definido en X dado K, llamado la ley de
transicion, es decir, para cada (x,a) € K, Q(:|z,a) es una medida de
probabilidad en X, y para cada B € B(X), donde B(X) denota la
o-élgebra de Borel de X, Q(B]-) es una funcién medible;

= 7 : K — R es una funcién medible y se llama la funcién de recompensa
en un paso.

Observacion 1.1.1. En algunos contextos en lugar de una funcion de
recompensa r, es mas conveniente considerar una funcion de costo ¢ : K — R.

Cuando se trabaja con un MCM a tiempo discreto y estacionario, la
interpretacién del modelo es la siguiente: en cada tiempo t € N se observa
el estado del sistema z; = x € X, se aplica una accién a; = a € A(x), y como
resultado ocurren dos cosas:

= se obtiene una recompensa r(z, a),

= ¢l sistema se traslada a un nuevo estado z;,;, mediante la distribucion
de probabilidad Q(- | z,a) sobre X, es decir,

Q(B | z,a) = P(x141 € Bz = 2,0, = a).

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva accién y
la dindmica anteriormente descrita se repite.

Una politica es una sucesién de funciones llamadas reglas de decision, que
seleccionan una accién dada la historia del proceso, las reglas de decision se
clasifican en markovianas o dependientes de la historia dependiendo de como
se incorpora la informacion pasada y aleatorias o deterministas segin cémo
se seleccionan las acciones. Para definir una politica se introduce primero la
nocion de historia.

Para cada t € N, se define H; el espacio de historias admisibles al tiempo
t como Hy := X y H, := X x H;,_; para t > 1, esto es, todas las posibles
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historias que se pueden observar hasta el tiempo ¢. Un elemento genérico de
H,, llamado t — historia, es denotado por hy = (g, ag, T1, a1, ..oy Tp_1, Q4—1, Tyt),
donde (z;,a;) € Kparaz; € X ya; € A(z;), 1 =1,2,--- jt — 1.

De esta manera, una politica 7 = {m,t = 0,1,..} es una sucesién de
kérneles estocasticos definidos sobre A dada la historia del proceso H; y
satisfacen que m;(A(xy)|hy) = 1 para toda hy e H; y t =0,1,2, ....

Al conjunto de todas las politicas se denotara por II.

Denotemos a la familia de kérneles estocasticos sobre A dado X, como
P(A]X) y sea ® el conjunto de todos los kérneles estocésticos ¢ en P(A|X)
tales que para toda x € X se tiene p(A(x)|zr) = 1.

Las politicas se clasifican segun el tipo de regla de decision que la compone
y segin dependan del tiempo o no, de esta manera una politica 7 € II es:

Markoviana Aleatorizada (Ilgy,) Si existe una sucesion {p,} de kérneles
estocasticos con ¢, € @, tales que m(-|hy) = ¢(-|x;) para toda hy, € H; y
t=0,1,2, ...

Markoviana Aleatorizada Estacionaria (IIgs) Si existe ¢ € ® un kérnel
estocastico, tal que: my(-|hy) = ¢(-|x;) para toda hy € H, y t =0, 1,2, ....
En este tipo de politicas es usual denotar a 7 solo por m = ¢ y al conjunto
[Irs por ®.

Determinista (IIp) Si existe una sucesién {g:} de funciones medibles con
g; - Hy — A, tales que, para cada h; € H; y t = 0,1,2, ..., se tiene que
g¢(hy) € A(zy) y m(+|he) estd concentrada en g;(hy).

Determinista Markoviana (IIpys) Si existe una sucesién { f;} de funciones
medibles f; : X — A, tales que f;(z;) € A(x;) para cada h, € H; y
t=0,1,2, ...

Determinista Markoviana Estacionaria (IIps) Si existe una funcién
medible f: X — A, tal que f(x;) € A(x;) y mi(-|he) esté concentrada en
f(z;) para cada hy € H; y t =0,1,2, ...

Dado un estado inicial o = z € X, y una politica m € II entonces por el
Teorema de Tonescu-Tulcea [5], existe una tinica medida de probabilidad P7,
inducida por la pareja (x, 7) sobre el espacio 2 = (X x A)* con su respectiva
o-élgebra producto F, tal que, para cada C € B(A), B € B(X), h, € H; y
t=20,1,2,... se tiene que

P (a, € C | hy) = m(C | hy), (1.1)

3
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P;(I‘t+1 €B | ht,at) = Q(B | .Tt,at). (12)
De esta manera, la pareja (z,m) determina un proceso estocéstico
((Q’ ]:7 Pg)» {xt})

llamado Proceso de Decision de Markov (PDM). La esperanza con
respecto a P] serd denotada por ET.

Un PDM estara dotado de una funcion real, llamada funcion objetivo o
criterio de rendimiento, que medira en algin sentido la calidad de cada politica.
Se definen a continuacién los que se utilizaran en esta tesis.

a) Recompensa Descontada Total Esperada. Sean x € X y 7 € II, se
define la Recompensa Descontada Total Esperada como

Zatr(xt,at)] , (1.3)

donde « € (0,1) se denomina factor de descuento.

V(z,7) = E

b) Costo Total Esperado. Sea z € X y 7 € II, se define el Costo Total

Esperado como
N
Zc(mt,at)] . (1.4)
t=0

b) Recompensa Total Esperada. Sea z € X y m € II, se define la
Recompensa Total Esperada como

V(z,7) = EL

V(z,7) = E

Zr(xt,at)] . (1.5)

Al entero positivo N se le conoce como horizonte del problema, el cual
representa el numero de etapas en el cual el sistema estd operando y puede
ser finito o infinito.

El Problema de Control Optimo busca maximizar (o minimizar si
V(z,7) es como en (1.4))) la funcién @ — V(z, ) sobre II, para toda x € X,
esto es, encontrar una politica 6ptima 7* y el valor 6ptimo V*, los cuales se
definen como sigue:

Definicién 1.1.1. Para cada v € X se define

V*(x) =sup V(x,m),

mell

V* se le llama funcion de valores éptimos o valor dptimo.

4
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Definicién 1.1.2. Una politica ©* € 11, es optima, si

V(z,m*) =supV(x,m) VrelX.

mell

Observacion 1.1.2. En un MCM dado, una forma equivalente de presentar
la dindmica es por medio de una ecuacion en diferencias:

Ti+1 = F(mt, at,ft), (1-6)

t=0,1,... con zg = x € X fijo, donde la perturbacion {&} es una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.1.d.) con
valores en algun conjunto de Borel no vacio S y una distribucion comun A y
F:K xS — X esuna funcion medible. La ley de transicion () estd dada por

Q(B | x, CL) ]P)<It+1 S B|«73t =2x,a; = a)
(F(xhataft) € B’l't =T,a; = Cl)
=P(F(z,a,&) € B)

= [ 15(F(x,a,s))A(ds),
s

para todo B € B(X) y (z,a) € K, donde 1p es la funcion indicadora del
conjunto B.

Observacion 1.1.3. Algunos ejemplos de este modelo son:
1. El modelo aditivo x,11 = F(xy, a) + &.

2. El modelo separable x4 = H(F (x4, a1),&).

En particular, si la perturbacion se concentra en un sélo punto sg, el sistema
se puede representar del modo siguiente:

Ti4+1 :F(xt,at), tZO,]., (17)
Y en este caso, Q(B | x,a) = 15(F(z,a)), B € B(X).

A lo denominamos Sistema de Control Determinista. Aqui la
interpretacion del modelo es como sigue: en cada tiempo ¢t € {0,1,2,...}, se
observa el estado del sistema z; = x € X, se aplica una accién a; = a € A(z),y
como resultado se obtiene una recompensa r(x, a) y el sistema es transferido a
un nuevo estado z;, 1, determinado por con xg = x € X el estado inicial.

>
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1.2. Programacion Dinamica

La técnica de Programacion Dindamica proporciona un método para resolver
el problema de control 6ptimo, es decir, bajo condiciones sobre el MCM, esta
técnica permite determinar el valor éptimo y la politica éptima.

Observacion 1.2.1. La teoria que se presentard a continuacion es vdlida con
los cambios necesarios en los supuestos del modelo (X, A, {A(x)|z € X},Q,r)
para los problemas que en lugar de una funcion de recompensa r, consideran
una funcion de costo c.

1.2.1. Problemas con Horizonte Finito

Considere un modelo de control de Markov fijo (X, A, {A(z)|x € X}, Q, 1)
y a la recompensa descontada total esperada como criterio de rendimiento. El
siguiente teorema proporciona un algoritmo que permite encontrar una politica
y valor 6ptimo para un problema de horizonte finito N.

Teorema 1.2.1. Sean Jy, Jy, ..., Jy funciones sobre X definidas por:
JN = 0, (18)

yparat=N—1,N—2 ..0,

H(e) = i [atr(x,aH /X Jt+1(y)Q(dy|x,a)}, reX.  (19)

Suponga que estas funciones son medibles y que, para cada t = 0,.... N — 1,
existen selectores fi € F tales que fi(x) € A(x) alcanzan el mdzimo en
para todo x € X; i.e, Ve € X yt=0,....,N —1,

Ji(x) = atr(z, f) + /X T ()Qdyl. £). (1.10)

Entonces la politica (determinista Markoviana) 7 = {fo,..., fn_1} es la
optima y la funcion de valor J* es igual a Jy, es decir,

J(x) = Jo(z) = J(7*,x), Vo € X. (1.11)

Notemos que el teorema supone la existencia de maximizadores, en algunas
ocasiones, éstos pueden darse explicitamente, sin embargo, desde un punto
de vista tedrico es conveniente dar condiciones que garanticen este supuesto,
llamado Condicion de Seleccion Medible.

Condiciones 1.2.1.
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1. Para cada v € X, r(x,a) es semicontinua superiormente (u.s.c) en
a € A(z) (es decir, para cada v € X, limsup,_, . r(z,a,) < r(z,a),
para cualquier sucesion {a,} en A que converge hacia a), acotada
superiormente e inf-compacta sobre K (es decir, para toda x € X vy
A € R, el conjunto {a € A(zx)|r(z,a) < A} es compacto).

2. La ley de transicion @ es:

a) débilmente continua (es decir, u'(z,a) = [u(y)Q(dy | z,a) es
continua 1y acotada sobre K para toda funcion continua y acotada u
sobre X ), ¢

b) fuertemente continua (es decir, u'(z,a) es continua y acotada sobre
K para toda funcion medible y acotada u sobre X ).

Condiciones 1.2.2.

1. Para cada x € X, A(z) es compacto.
2. r(z,a) es u.s.c. Va € Ax), v € X.

3. La funcion u/'(z,a) == [u(y)Q(dy | x,a) sobre K satisface alguna de las
condiciones siguientes:

a) u'(z,-) es u.s.c en A(x) para toda funcién continua y acotada u sobre

X.

b) W(x,-) es u.s.c en A(x) para toda funcién medible y acotada u sobre X.

Condiciones 1.2.3.

1. Para cada x € X, A(z) es compacto y la multifuncion x — A(z) es u.s.c.
2. r(z,a), a € A(x), v € X es u.s.c y acotado superiormente.
3. La ley de transicion @ es:

a) débilmente continua, 6

b) fuertemente continua.

La Condicion de Seleccion Medible se verifica si se satisface alguna de las
Condiciones [1.2.1} [1.2.2] 0 [1.2.3] la prueba puede verse en [18§].

A los modelos que satisfacen la Condicion [1.2.1] se les llama Modelos
Semicontinuos - Semicompactos y a los modelos que satisfacen la Condicién

.22 0 [1.2.3 se les llama Modelos Semicontinuos.
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Observaciéon 1.2.2. Observe que para el modelo determinista, representado

por la ecuacion en diferencias , las Condiciones y se satisfacen

directamente si se cumplen las siguientes:

Condiciones 1.2.4.

1. Para cada x € X, A(z) es compacto.

2. r y F son funciones continuas sobre K.

1.2.2. Problemas con Horizonte Infinito

En la seccién anterior se consideraron problemas con horizonte finito,
sin embargo, existen problemas que no necesariamente tienen un tiempo de
detencion natural definido, esto es, que poseen horizonte infinito. Se exponen
a continuacion las caracteristicas que deben tener este tipo de modelos para
que exista una solucién.

Definicién 1.2.1. Las funciones de iteracion de valores se definen como:

vn(z) = méx {r(a:,a)—i—oz/xvnl(y)Q(dy\x,a)}, (1.12)

a€A(x)
reXyn=12, .. conVy=0.

Definicién 1.2.2. Una funcién medible u* : X — R se dice ser solucion de la
Ecuacion de Programacion Dindmica (EPD) si:

w(z) = méx {r(x,a)%—a/Xu*(y)Q(dy\x,a)], (1.13)

a€A(x)
reX.

Definicién 1.2.3. Dada una funcion medible u : X — R se define al Operador
de Programacion dindmica (OPD), denotado por T, como sigue:
Para cada v € X

T(u(z)) := sup {r(:ﬁ,a) + a/}(u(y)@(dy@,a)] . (1.14)

A continuacién, se proporcionan las condiciones necesarias para garantizar
que V* satisface la Ecuacion de Programacion Dinamica y que ademas, existe
una politica 6ptima que genera un maximo en la EPD.
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1.2.2.1. Modelos Semicontinuos-Semicompactos

En estos modelos se consideran recompensas acotadas superiormente, y la
técnica se basa en utilizar las funciones de iteracién de valores v, las cuales
son las funciones de valor éptimo V,, de la n—ésima recompensa descontada
con recompensa terminal cero y se prueba que lim,, ., v,(x) = V*(x), z € X.
Este método es conocido como Aproximaciones Sucesivas y requiere de la
condicion siguiente.

Condiciones 1.2.5. Eriste una politica 7 tal que V(x,m) < oo para cada
reX.

1.2.2.2. Modelos Semicontinuos

Seaw : X — [1,00) una funcién medible. Si u es una funcién medible sobre
X, entonces su w — norma es definida como

Ul = SUp R
|| || zeX 'LU(.T) ‘

w es llamada funcién de peso y B,(X) denota al espacio de Banach de
funciones reales, medibles y w-acotadas definidas en X.

El modelo con horizonte infinito con este enfoque garantiza que la funcién
de valor 6ptimo V* es un punto fijo del OPD, probandose inicialmente que
el OPD es una contraccién, la sucesion de funciones de iteracion de valores
converge en w-norma a V* y garantiza también la existencia de una politica
6ptima.

Condiciones 1.2.6.

1. Exzisten constantes ¢ y B, con 1 < B < 1/a, (a € (0,1) el factor de
descuento) y una funcidn de peso w > 1 sobre X tal que para todo estado
r e X,
a) supgea(xy | (7, a) |< cw(z) y
b) sup,eacx) [ w(y)Qdy | z,a) < fw(z).

2. Para cada © € X, la funcion w'(z,a) = [w(y)Q(dy | z,a) es continua en
a € A(z).

Condiciones 1.2.7.

1. La misma suposicion que 1, excepto que la funcion w se requiere
continua.
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2. Para cada x € X, la funcion w'(z,a) = [w(y)Q(dy | z,a) es continua
sobre K.

Teorema 1.2.2. Bajo cualquiera de las Condiciones |[1.2.5, [1.2.0/ o [1.2.7 se
tiene que V* satisface la Ecuacion de Programacion Dindmica y existe
f € F tal que alcanza el minimo en para todo x € X ; es decir, Vx € X,

Vi) =rle.f) +a [V @)QUyle. ) (1.15)

X

Ademas,
a) Bajo las Condiciones[1.2.5, v, T V*.

b) Bajo las Condiciones[1.2.6 0[1.2.7, |jv, —V*||w < &y"/(1—7), n=1,2,...,
donde v := af.

La demostraciéon del teorema anterior puede verse en [I8] y [19] donde
podemos notar ademéds, que bajo las Condiciones [[.2.5] V* es una solucién
maxima y bajo las Condiciones 0 V* es la tnica solucién en el
espacio B, (X).

Observaciéon 1.2.3. Observe que para un modelo determinista, representado
por una ecuacion en diferencias como la dada en , la funcion de valor
optimo V* satisface:

V*(z) = aglﬁ);)[r(x, a) + aV*(F(x,a)).] (1.16)

Por otro lado, como el interés es tomar en cuenta los costos de informacion
dentro del problema de control 6ptimo, presentamos en la seccion siguiente los
conceptos mas importantes de la Teoria de la Informacion.

1.3. Teoria de la Informacion

La Teoria de la Informacion nacié del estudio de la comunicacién eléctrica
y la forma de procesamiento y transmisién de la informacién, proporciona
una medida universal “el bit” de la cantidad de informacion en términos de
eleccién o inseguridad. El objetivo principal de la Teoria de la Informacién es
la transmisién 6ptima de mensajes en base a la cantidad de informacién para
aumentar la velocidad, de esta manera la Teoria de la Informacién tuvo que
dar respuesta a dos preguntas fundamentales: ;Cudl es la compresiéon maxima
de los datos?, es decir, ; Cudl es el minimo de informacion que se necesita para

10
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transmitir un mensaje sin pérdida de datos?, cuya respuesta es la entropia,
la cual es una medida de la incertidumbre de una variable aleatoria, y la
segunda pregunta es jcudl es la velocidad de transmisiéon maxima de la
comunicacion?, que tiene como respuesta la capacidad del canal. Para
ello se busca un sistema de codificacién que utilice la menor informaciéon
necesaria de tal manera que al transmitirla no se pierdan partes del mensaje [7].

Los conceptos fundamentales definidos en la Teoria de la Informacion
-entropia, la entropia relativa y mutua informacion - se definen como los
funcionales de las distribuciones de probabilidad, ademas, caracterizan el
comportamiento de secuencias largas de variables aleatorias, permiten estimar
las probabilidades de eventos raros (Teoria de las Grandes Desviaciones) y
ayudan a encontrar el mejor exponente de error en las pruebas de hipétesis.
Como ya se comento en la seccién anterior, un proceso se dice que es de Markov
cuando las variables aleatorias forman un proceso estocastico en el que cada
variable aleatoria depende sélo de la que le precede y es condicionalmente
independiente de todas las otras variables aleatorias precedentes. Se muestra,
igual que en el caso independiente e idénticamente distribuido, que la entropia
crece (asintéticamente) linealmente con el tamano de la muestra a una
velocidad H(Y'), que llamaremos la tasa de entropia del proceso, que es una
medida de incertidumbre de la variable aleatoria Y. La velocidad H(Y') se
interpreta como la mejor compresién de los datos [7].

Definicién 1.3.1. Para una variable aleatoria discreta Y con wvalores en' Y C
R y funcion de masa de probabilidad p, la entropia se define como:

== ply)log, ply

yey

1

b {logQ p(Y)} |

Donde FE, indica el valor esperado con respecto a la distribucién de
probabilidad p, esto es, la entropia puede interpretarse también como el
valor esperado de la variable aleatoria log,(1/p(Y)). Es facil probar que la
distribucién uniforme es la que genera la mayor entropia H(Y) = log, ||
debido a que es la que posee mayor incertidumbre, contraria a esta situacion, la
distribucién que genera la entropia minima H(Y') = 0 es cualquier funcién que
ponga toda la masa en un solo estado. Tal distribucion no tiene incertidumbre.

Lema 1.3.1. H(Y) > 0.

Demostracion. Sea y € ), como 0 < p(y) < 1 implica que log,(1/p(y)) > 0,
entonces E, [log2 )] >0, esto es, H(Y) > 0.

11
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Cuando se busca comparar dos distribuciones se usa la entropia relativa
también llamada divergencia de Kullback-Leibler (divergencia KL), la cual
proporciona una medida de disimilaridad de dos distribuciones de probabilidad,
y se define como sigue:

Definicién 1.3.2. Sean p y q dos distribuciones de probabilidad, la entropia
relativa se define como:

y
L(plla) = p(y) ) log, 20

vey W’ (1.17)

p(Y)
b {logQ Q(Y)} ’
aqui, la suma puede ser reemplazada por integrales para el caso de variables
aleatorias continuas.

Se usa la convencién de que Olog% = 0, Ologg = 0y plog§ = oo, asi,
si existe ' € Y tal que p(y') > 0y ¢q(y') = 0, entonces K L(p|lqg) = 0. Esta
medida nos proporciona el nimero promedio de bits extra que se necesitan
para codificar un mensaje que se decodificd usando la distribuciéon g en lugar
de usar la distribucién real p. De esta manera, si p y ¢ son iguales, no hay
diferencia y no hay bits extra porque se estara haciendo la decodificacién con
la distribucién correcta y no habra pérdida de informacién, si no fueran iguales,
entonces la entropia relativa sera positiva, esto se resume en el Teorema [1.3.1
que se presenta a continuacion:

Teorema 1.3.1. Sean p y q dos distribuciones de probabilidad. Entonces
KL(pllg) = 0,
la igualdad ocurre si p = q.

Demostracion. Sea Y = {y : p(y) > 0} el soporte de p(y), entonces

~KL(pllg) = => ply logzq

yey

= " ply) log, 1V

= p(y)

< log, Zp(y)&

yey Y (1.18)

=1log, > q(y)

yedy
<log, > q(y)
yey
= log, 1
=0,

y)

~— | ~—

s

12
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la primera desigualdad en ((1.18)) se sigue por la desigualdad de Jensen [7] y
como log z es una funcién estrictamente céncava de z, se da la igualdad si y
sélo si q(y)/p(y) es constante casi seguramente, es decir, ¢(y) = cp(y) para
tod.a y € Y. Por consiguiente, .zyey q(y)/ = _Czyej)p(y) = ¢. La segunda
desigualdad en (1.18)) se vuelve igualdad sélo si > 5 q(y) = >y q(y) = 1,

lo cual implica que ¢ = 1. Por lo tanto, tenemos que K L(p||q) = 0 si solo si
p(y) = q(y) para toda y € V. O

13






Capitulo 2

Problema de la Ruta mas Corta
con el Criterio de Energia Libre

En este capitulo se presentan algunos antecedentes del estudio de PDMs
relacionados con la Teoria de la Informacion y el problema de la ruta mas
corta, asi también se plantea y resuelve el primer problema principal de ésta
tesis.

2.1. Antecedentes

Estamos interesados en “El problema de la Ruta méas Corta”. Este ha sido
estudiado con la teorfa de Procesos de Decisién de Markov en [3], [4], para
espacios de estados finitos, y en [2] para espacios numerables pero en ambos
casos sin considerar costos de informacion.

Recientemente, se ha estudiado la relacién entre los PDMs y la Teoria de
la Informacién, buscando politicas que optimicen el criterio de rendimiento
con el menor costo de informacién el cual es definido a través de la entropia
relativa. El equilibrio de estas dos medidas se establece en la llamada funcién
de Energia libre que combina ambos criterios en espacios de estados finitos y
con diferentes criterios de rendimiento, por ejemplo, en [28] se pone interés en
el costo que se va acumulando a lo largo del tiempo pero que es afectado por un
factor de descuento que modifica el costo segin el momento del tiempo en que
se genere, en [16] el costo total que se espera obtener a lo largo del tiempo en el
que se introduce una subtarea, en [41] se analiza la recompensa total esperada
a través del tiempo en la que también influye el estado posterior, o en [I7] que
introduce en el PDM la intuicién del agente con respecto a lo que sucedera
y principalmente en [33] que trabaja con la recompensa total esperada que
sirvié como base para la investigacion de los criterios ya mencionados. Sin
embargo, todos se desarrollan bajo el supuesto de que el espacio de estados
es finito, una extensién a espacios mas generales, empezando en espacios
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numerables, proporcionaria solucion a problemas importantes, por ejemplo, en
Finanzas donde el problema central es determinar una estrategia de inversion
que optimice el valor de un portafolio. Estos modelos econémicos incorporan
ventajas para los vendedores y los compradores en diversos mercados, aunque,
desde el punto de vista de la Teoria de la Informacion, es notable la falta de
informacion, como por ejemplo: Calidad del producto, falta de informacién de
los acreedores ante el riesgo, etc. [31]. Por tal motivo consideramos de interés
el desarrollo de la teoria expuesta, ya que permitira dar respuesta a este tipo
de problemas, ademés de que se presentara una aportaciéon en la teoria de
PDMs.

2.2. Planteamiento del Problema

Abordamos el problema de la Ruta mas Corta a través de un Proceso de
Control de Markov con un criterio de rendimiento sujeto a una restriccién
sobre los costos de informacion que es medido a través de la entropia relativa,
esta ultima, funciona como una medida en bits de la ineficiencia de asumir
una politica distinta a la verdadera, situaciéon que ocurre cuando se construye
un cédigo para enviar la descripcién de la accién computacionalmente [7],
ademas, se busca alcanzar un estado objetivo.

Formalmente, se tiene un MCM, consistente de la quintupla
(X, A {A(x)|z € X},Q,r),

donde ahora X C R es un subconjunto infinito numerable, A(x) = A es finito
con cardinalidad n, n € N, Q es la ley de transicion y ademés es definida la
distribucién condicional de la variable aleatoria X;,1|Xy, as, t > 1 como sigue:
QX1 = y|X, = 2,0, = a) := Q(y|x,a) y r es la funcién de recompensa de
un solo paso, como se definié en el Capitulo [I, la cual se considera negativa.

Estamos interesados en un sistema que se desarrolle como sigue: El agente
elige la accién a una vez observado el estado x de acuerdo con la ley ¢(a|z),
la cual es desconocida para el agente y como resultado, el sistema obtiene una
recompensa r(z,a) y paga un costo dado por log% donde p es alguna
politica por defecto, la cual representa una politica alternativa usada por el
actuador, en ausencia de la informacién del controlador. La politica generard
una recompensa total esperada V(z,¢) y un costo de informacién J(z, ¢) dados

a continuacién por (2.1) y (2.2)) respectivamente:

k-1
ZT Ty, Gy ] : (2.1)
t=0

V(z,¢) = lim E?

k—o00
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k—1
, o(as|z:)
J = lim E? log ——= 2.2
(z,¢) = lim EF ;:0 8 (arlz) (2:2)

re X, ped.

El objetivo es obtener la mayor recompensa con la menor pérdida
de informacién, entonces, a lo largo del tiempo queremos maximizar la
recompensa sujeta a (s.a) un costo de informacién acotado por I > 0, esto
es:

sup V(z, ) s.a. J(z,p) <. (2.3)
ped
El problema de optimizacién restringido de encontrar el valor maximo dada
una cota en la informacién se puede convertir en uno sin restricciones usando
el método de Lagrange como sigue:

ped ped
A>0 A>0

donde A\ es el multiplicador de Lagrange. Sea f = 1/A > 0 llamado pardametro
de compensacion, el cual controla el intercambio entre la informacién y la
recompensa, el problema ([2.4]) es equivalente a

anf () = BV (x, @)} (2.5)
Sea ¢ € ¢, definimos
Co(z,a) :=lognp(alx) — pr(z,a), x € X, a € A. (2.6)

Definicién 2.2.1. Sea p € & yx € X un estado inicial, definimos la Energia
Libre como el Costo Total Esperado , esto es:

k—

Z (24, ] = J(z,0) = BV (z,9). (2.7)

t=0

v(p,z,B) = hm E?

En consecuencia, consideramos un MCM (X, A, {A(z)|z € X},Q,C,),
este sistema opera como sigue: Si el sistema esta en el estado z; = x € X al
tiempo t y el controlador elige una accién a; = a € A(x;) con probabilidad
¢(a|z), como una consecuencia, un costo Cy,(x,a) es pagado y el sistema se
mueve al siguiente estado de acuerdo a la ley Q(-|x, a).

Sean x € X, > 0y p fijos, el Primer Problema de Control éptimo
(PPCO) de interés en esta tesis es minimizar el costo total esperado

v(p,x,B), p € .

Con lo anterior nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion:
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= ; Es posible resolver el Problema de Control Optimo a través de la técnica
de Programacion Dinamica?

= ;Son validos para espacios de estados infinitos algunos resultados ya
probados para espacios finitos?

Objetivo General

Resolver el Problema de la Ruta mds Corta a través de un Problema de
Control éptimo buscando politicas optimas en el sentido que permitan alcanzar
el mdxzimo valor, dada una restriccion sobre el control de la informacion en
espacios de estados infinito numerables.

Objetivos particulares

= Proponer condiciones en las componentes del modelo de control, las
cuales permitan llevar a cabo un analisis del problema de optimizacion
en el contexto de programacién dindmica para espacios de estados
numerables.

= Validar la ecuacion de programacion dindmica bajo el criterio de entropia
relativa.

» Caracterizar la politica 6ptima y el valor éptimo.

2.3. Metodologia

Siguiendo las ideas de trabajos anteriores ([2], [3], [4], [16], [I7], [28], [41])
se propone abordar el problema de control 6ptimo a través de la técnica de
programacion dindmica y proponer una solucion, de esta forma, la metodologia
consiste en buscar politicas 6ptimas en el sentido que reflejen un equilibrio entre
la maximizacion de las recompensas esperadas (valor) y la minimizacién de los
costos involucrados en el envio de la informacion, introduciendo en la solucién
un tipo de politicas especiales llamadas politicas propias [2]. Utilizando como
herramienta basica, la aplicacién de la técnica de programacion dinamica. De
este modo es necesario validar el procedimiento de iteracion de valores éptimos
y la convergencia de éste a la funcion de valor 6ptimo. La metodologia se puede
apreciar en la Figura [2.1]
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[ ) Defiricién ¥ 1
El p:oblr_ma esta bien propiedades del Politicas Caracterizar la
| | % | >
definido : operador de 4 [EEDFn solucién 6ptima
Programacién Dmndmica

Figura 2.1: Diagrama de solucién del PPCO.

2.4. Problema de Control ()ptimo con el
Criterio de Energia Libre

Recordemos que dado el MCM (X, A, {A(z)|x € X}, Q,Cﬂp), el problema
de control éptimo es minimizar el costo total esperado v(p,z,3), ¢ € @

definido en (2.7)) con z € X, 8 > 0y p fijos.

Introducimos al problema la siguiente condicién:

Condiciones 2.4.1. Existe g € X tal que r(g,a) = 0 y Q(glg,a) = 1 para
toda a € A(x).

Observacién 2.4.1. El estado g en la Condicion[2.4.1] serd llamado destino
o (estado terminal) ([2], [33]).

Con base en la Condicién [2.4.1) podemos re definir J(g,¢) = 0y
Cyp(g,a) :==0,a € A

Definicién 2.4.1. Para un estado x € X dado, una politica estacionaria
© € O es llamada politica propia de x [Z], si

Y PPz £g) =) Pir>t) <o,
t=0 t=0

donde 7 := inf{t > 0 : z;, = g}. De otra manera, decimos que la politica es
impropia. Se denota por II¥ al conjunto de politicas propias.

Lema 2.4.1. Para cada v € X, ¢ € II” y F : X x A — R, una funcion
medible, no-negativa y acotada, se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) PP(T <o0)=1.

b) limy_ oo EY Z,’;—ol F(zy, at)] < 0.
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Demostracién.  a) Considere x € X y ¢ € IIF, fijos. Entonces, por la
propiedad de continuidad de la medida de probabilidad P, se tiene que

P? (1 =00) = th Pf(r>1t) =0,
—00
la dltima igualdad es consecuencia de la Definicién 2.4.1]

b) Considere F' una funcién medible no-negativa y suponga que existe K €
R tal que 0 < F(x,a) < K, para todo (x,a) € K. Seax € X y ¢ € 17,
fijos, entonces,

k—1 ) 00
kli)ngoE“" ;F(xt,at = Z; (xg,a)I[t > 7] Z; (¢, at) t<r]]

< KP?(1 < 00) + KZPf(T >t).
t=0

En consecuencia, por la parte a) y la Definicién se sigue que

z_: F(z, at)] < 00

t=0

lim EY

k—o0

]

Condiciones 2.4.2. El conjunto de politicas propias es no vacio, es decir,

P £ 4.

Sea r € X, p € &, denotamos por:

Qllz,¢) = Y Qllr,a)p(alz),

acA(x)
Q¥ (-, 0) =D Q¥ |y, @) QUylx, ), (2.8)
yeX
Z Cy(z,a)p(alz),
a€A(x)

donde k =1,2, ..., Qo(a:\x, ¢) :=1, donde 1} es la probabilidad de transicion
en k pasos.

Observacion 2.4.2. Observe que para x € X, p € ®, J(z,¢) es una funcion
no-negativa, debido a que J(x, ) es el valor esperado de la entropia relativa, la
cual es una funcion no-negativa (Teorema[1.18). Ademds, observe que V (z, )
es una funcion no-positiva. Por lo tanto, se garantiza que la Energia Libre
v(z, o, B) es una funcion no-negativa.

Lema 2.4.2. Sean v € X, p € II” y 8> 0 fijos, entonces v(p,z, 3) < 0o
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Demostracién. Sean v € X, ¢ € II” y B > 0 fijos. En primer lugar observar
que la funcién de costo, C, es acotada:

Co(w.p) = ) wlalr)lognelale) = Y r(z,a)plalr) < K,

acA(z) acA(x)
donde K :=logn — H(x,p) — MiNgea@) 7(@, a) y

H(z,0) =~ > lalx)logp(alz),

a€A(x)

es la entropia de ¢, la cual es una funcién no negativa (Lema [1.3). En
consecuencia, por el Lema inciso b),

]

t=0

v(e,z,8) = lim B

Como xz € X, ¢ € &y 5> 0 son arbitrarios, el resultado ha sido probado. [

Lema 2.4.3. Seanz € X, p € ® y > 0, entonces es equivalente a

vz, B) = IE{;ZZC Q' (ylz, ¢). (2.9)

t=0 yeX

Observacion 2.4.3. Las siguientes afirmaciones son consecuencia del Lema

a) El limite en b) del Lema es finito para U € M (X), donde M (X)
es el espacio de funciones medibles, no negativas y acotadas. También,

k—1 k—1
lim EF D Ulw)| = ,}ggozz Uy)Q' (ylz, »). (2.10)
t=0 t=0 yeX

Se sigue que

1f b =0.
lim Y U(y)Q (ylr, ) = 0
yeX
b) Para cada politica estacionaria impropia p, se cumple la siguiente

relacion
lim ZZC (v, Q" (ylz, 1) =

t 0 yeX

para al menos un estado x.
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Sea (X, A, {A(z)lz € X},Q,C,), z € X y § > 0 fijo, ¢l Problema de
Control Optimo de interés es minimizar el costo total esperado v(p,x,5),
@ e IIP.

Definicién 2.4.2. Sea x € X y ¢ € ®, definimos el operador T, : M (X) —
M (X), como sigue:

Tyo(x) = Y plale) lognp(ale) — Br(z,a) + EZ[o(y)]

a€A(x)
= Cy(z, ) +Z Qylz, ), ve MH(X).

yeX

Ademas, podemos reescribir la energia libre de una politica ¢ € &, z € X
y B > 0 como:

v(p,x,p) = hm ZZC 0)Q (ylx, ) = hm Tkvo( ) (2.11)
t=0 yeX
donde vy es la funcién nula, es decir, vo(z) =0, z € X.
Lema 2.4.4. T, es un operador mondtono.

Demostracidon. Sea x € X fijo. Entonces, para v,v" € MT(X), si v(y) < v'(y),
Yy € X, note que

Too(e) — Too'(x) = S [o(y) — /()] Q. ¢) < 0.

yeX

Asi, T,v(xz) < T,v'(x). Debido a que x es arbitrario, T, es un operador
mondtono. [

Lema 2.4.5. Para toda v € M (X), la k-composicion del operador T estd
dada por:

k—1
ij(:v) = ZZCJy Q' (ylz, ¢ Z ()Q*(y|x, @), k>1, z € X.
t=0 yeX yeX

Demostracion. Seax € X y v € MT(X), haremos la prueba por induccién. El
caso k = 1 es una consecuencia de la Definicion [2.4.2] Supongamos ahora que

:iz(%(y,s@ Q'ylz, ) + > v(y)Q" (ylx, ¢),

t=0 yeX yeX

22



CAPITULO 2. PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

En consecuencia,
k41 _ k
T2 v(r) =T, [T v(x)]
)+ Tho(y)Qylz, ¢)

yeX

= Colz,0) + ) i > Colz,9)Q (2ly, )Qylz, )

yeX t=0 zeX

+ ) 0(2)Q (2ly, ©)Qylx, )

yeX zeX
k—1
=Y Coly, 0)Q (yla, ) + Y v(®)Qylx, ¢
t=0 yeX yeX
Por lo tanto, el Lema [2.4.5] se cumple. O]

Siguiendo la Definicion [1.2.3] el operador de programacion dindmica T :
M*(X) — M*(X) para este problema, es como sigue

To( =1 n Z (a|x) | log np(alz) — Br(z, a) —i—Z (ylx,a)|,

acA(x yeX

r e X.

Los siguientes, son resultados generales del enfoque de programacion
dindmica. Resultados andlogos al caso finito pueden ser consultados en [33].
En lo que sigue, se considera la notacion: v,(x) = v(¢,z,3), p € @, 5> 0.

Proposicion 2.4.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

a) Si ¢ € IIP, entonces la funcion de energia libre asociada v, es el inico
punto fijo de T,,. Ademds satisface:

lim Tk (x) =v,(x), v € X,

k—o0

para toda funcion v € M (X).

b) Sip € ® satisface
v(z) =Tyv(z), z € X,

para alguna funcion v € M+ (X), entonces ¢ es propia.
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Demostracion. (a) Seax € X y v € MT(X), por el Lema tenemos,

:Z_:an(y,go Q'ylz, ) + > v(y)Q" (ylx, ¢),

t=0 yeX yeX

k > 1, entonces, por Observacion b) v (2.11)) se cumple que

k-1
lim Tk () = lim ZZCw(y,gp)Qt(y]x, hm Z y|x780)

k—o0 k—o00
t=0 yeX *yex
— 1 t
k;ﬂgOZZC 2)Q' (Y, ¢),
t=0 yeX
entonces,

khm Tk () = vy(x). (2.12)
—00

Ademdés, por la definicién de T,

T3 () = T,[Tv(w)] = 0)+ Y Too(y)Q' (ylz, v),

yeX

por lo tanto, tomando el limite cuando k — oo, por el Lema [2.4.4] el Teorema
de la convergencia mondétona [32] y (2.12]), se obtiene que

vp(z) = Cp(z, ) + Z k;h—>I£lo ij(y)Qt(y|$a ¢) = Tyvy ().

yeX

Esto es, v, es un punto fijo de T,,. En resumen

klggloTk v(x) = vp(2), Y vp(x) = Touy().
Ahora, para demostrar la unicidad, tenga en cuenta que si v(z) = T,v(x)
entonces, v(z) = Thv(x) para todo k, y por lo tanto, v(z) = limy_,e Thv(x) =
V().
(b) La prueba serd por contradiccién, entonces supongamos que ¢ es
impropia. Sea z € X, v una funcién que satisface v(z) = T,v(x), por Lema

2.4:4] se tiene
o(2) = Tho(e) = 33 Ol 9)Q 0l 0) + 3 0() @yl o).

Si ¢ fuera impropia, entonces por la Observacién a) la suma divergerd a
oo cuando k — oo, lo cual es una contradiccion a que v es acotada. O

Teorema 2.4.1. La funcion de Energia Libre optima v* es la unica funcion
que satisface la ecuacion: v* = Tv*.
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Demostracion. En primer lugar, demostraremos que 7' tiene a lo més un punto
fijo. Supongamos que v y v’ son dos puntos fijos, luego seleccionamos ¢ y ¢’ € ®
tales que:

¢(-|x) € argmin[T,v](z),
ped

¢'(-|z) € argmin[T,v'](z),
ned

por lo tanto, T,v = vy Tv" = v'. Se sabe, por la Proposiciéon b), que
¢ v ¢ son propias, ademds v = v, y v/ = vy, as, v =Tv =T < T;fv para
k> 1.

Tomando k — oo y usando la Proposiciéon a), se obtiene

v< lim Trho =v, =7
k—oo © s
Similarmente, v" < v. Por lo tanto, v = v y v = T'v tiene un tnico punto fijo.
Probaremos ahora que la funcién éptima de energia libre v* satisface la
ecuacién v* = Twv*. Supongamos que p* existe, por lo tanto, el minimo en la
funcién de valor se alcanza en el conjunto II7, es decir, es posible cambiar el
infimo por minimo.
Sea ¢* € II” la politica 6ptima, ¢* = argmin, v,. En consecuencia, para
cualquier politica ¢ € @, v* < v,.
Aplicando el operador T" a v* se obtiene

Tv* =minTyv* < Tv" =0 (2.13)
ped

*

Ahora, seleccionamos una politica p € ® tal que T ,v* = Tv
(12.13))

, entonces por

vt > T =T

Asi, para cualquier & > 1, T,v* > T,’fv*, y tomando £ — oo tenemos por

Proposicién a)
v* > lim TFo* = v,
kooo M H

ademas, v* < v, para cualquier politica ¢, en particular para pu, por lo tanto,
V=1, y

vt =0, =Tw, =T,v =Tv,

en la tltima igualdad usamos que 7,v* = Tv*. En consecuencia v* es un punto
fijo de T m

Lema 2.4.6. Sea vpy1 = Tv,, k = 1,2,..., con vg = 0. La sucesion de
funciones {vi} converge al unico punto fijo v* de T.

Demostracion. Sea p* € II¥ la politica éptima, por lo tanto v* = v, Tv =
T,vparave MT(X)y

Thvy = Th M Tpvo] = T oy = ... = Ty (2.14)
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Tomando k — oo en (2.14)), se cumple que

v*_hmTvo—hmvkl
v k—oo ¥ *

]

El siguiente teorema es consecuencia del Lema que se presenta en [33]
haciendo aqui los respectivos cambios al caso infinito.

Teorema 2.4.2. Sea T el operador de programacion dindmica, las siguientes
identidades se cumplen:

a) La politica dptima esta dada por

1
nZ(x, B)

Ve € X, Va € A(x) donde Z(z,f3) es la funcion

p*(alr) = exp lﬁr(%a) - Zv(y)Q(y!%a)] ,

yeX

Z2w.6)= Y e [Br(x,a)—zv(y)Q(Mw,G)]- (2.15)

a€A(z) X

b) Tv(z) = —log Z(z, B).

Demostracion.  a) La minimizacién del operador T sobre el conjunto de
distribuciones normalizadas se puede plantear como un problema sin
restricciones a través del siguiente Lagrangiano

Lip, A = Y plalz) [logne(ale) — Br(z,a) + > v(@)Qylz,a) | + e Y &
A(z) yeX A(z)
donde A, es el multiplicador de Lagrange. Sean a y x fijos, tomando la

derivada de L con respecto a ¢(a|z) se obtiene

oL
—— = logny(alx r(z,a) + r,a)+ A+ 1, (2.16
Fota) ~ lognelal) — 8 > )Ryl (2.16)

yeX

igualando a cero y despejando a ¢(a|z) obtenemos

p(alx) = %exp lﬁr(x, a) — Zv(y)@(mx, a) — Ay — 1] , (2.17)

yeX

sumando sobre A(z) se tiene
Z e(alr) = Z — exp [Br(w a) — Zv(y)@(y\x,a) — Ay — 1] :
A(x) yeX
(2.18)
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como 4,y ¢(alz) = 1, despejamos A, de ((2.18)

Ae =1+ log Z(z, ), (2.19)
donde Z(x, ) es como en ([2.15). Por lo tanto, sustituyendo (2.19)) en
([2.17)

1
©*(alz) = mexp pr(xz,a) — Zv(y)@(y\x,a) : (2.20)

yeX
b) Observe que en ¢*(a|z) se alcanza el minimo en 7"y como
log n*(alz) = Br(z,a) = Y o(y)Qylz,a) —log Z(z,5).  (2.21)
yeX
entonces

To(e) = Y ¢ (a,2)[~ log Z(z, B)

acA(x)

== IOg Z(I, 6)
[l
Observacién 2.4.4. En resumen, del Lema[2.4.6 y Teorema[2.].3, tenemos

las relaciones
Ui-f-l(x) = —log Zz(x75)7 (222)

Zi(x, ) = Z %exp pr(z,a) — Zvi(y)Q(y\w, a)|, Ve e X.  (2.23)

a€A(x) yeX

2.5. Ejemplos

Presentamos un ejemplo numérico del problema de la ruta mas corta
determinista y estocastica utilizando la teoria desarrollada en este capitulo,
ademas incluimos el ejemplo del mundo de la rejilla en espacios numerables y
en subconjuntos de R.

2.5.1. El Problema Determinista de la Ruta mas Corta

Analizamos aqui la dindmica del problema de la Ruta mas Corta con
estados infinitos numerable, costos de informacién y un estado de destino.
En cada paso, el agente elige entre dos acciones que corresponden a
las dos direcciones posibles que pueden tomar {<,—} con probabilidad
¢ € ®. La funcion de transicién de estado indica que el agente se mueve
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(deterministicamente) al nodo adyacente que corresponde a la accién elegida
hasta que se alcanza el estado de destino. Sean R, R, € R™. El agente paga un
costo Uy, donde la recompensa en cada paso es Ry si la accion indica que el
agente se aleja del destino, o Ry si el movimiento lo acerca al estado de destino.

De esta manera, los elementos del modelo son:

» Sea g € N fijo. Definimos el espacio de estados (posiciéon del agente)
como X := {k € N|k > g}. En lo siguiente g € X y g denotara el estado
destino (goal).

» El espacio de acciones es A = {—1,1}, x € X, donde la acciéon —1 indica
que el agente toma la direccion <—, y 1 la direccion —.

» La funcién de recompensa esta dada por
0, siz=g,a€ A, o

r(z,a) =¢ Ry, size X —{g},a=-1,0
Ry, size X —{g},a=1.

» La funcién de transiciéon @ estd dada de la siguiente manera: Q(x —
1z, —1) = 1, Qz + 1ja,1) = 1si z # g, Q(glg,a) = 1, a € A

Ademads, dado que hay dos acciones posibles, p(alx) = 1/2 para todos
r € X, a € Ay estamos interesados en minimizar v(p,z, 3), para ¢ € D,
re X, p>0.

Observaciéon 2.5.1. Para este ejemplo, la Condicién se cumple
directamente del modelo.

Lema 2.5.1. Para el Ejemplo la Condicion [2.4.3 se cumple.

Demostracion. Considere la politica propia: ¢(—1|z) = 1, Vo € X, entonces
se verifica que

z—g—1

ZPf(xt#g): Z P?(xy =x —t) < o0.
=0

t=0

Teorema 2.5.1. Para € (0,00) fijo, se cumple la siguiente relacion

1, siz=yg,
Zi(l’, 5) = % {eﬁlﬁ—vi(x—l,ﬁ) + €5R2_vi(x+1,ﬁ)} 7 siz<i+ g+ 17
% {65R17vi(i+97/5) + e,Bszvi(i+g+27ﬁ)} Cosizsidgtl,

parai=0,1,2,..., donde vy(z,3) =0, z € X y v; es como en (2.29).
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Demostracion. Probaremos el resultado por induccién. Para i = 0 tenemos
1 0 0
Zo(, B) = é{exp +exp'} =1,
debido a que r(g,a) =0, a = —1,1. Y para z > g + 1,
1
Zof, B) = 5 {4 + PR}
Asumimos ahora que

1, siz =g,
Zi(x,B) = q 5 {PFvim @B g efRemviaGHLAL i g < it g,
% {6531—111(1'4-9—1,/3) + €5R2—vi(i+g+1w3)} , six>i+yg.
(2.24)

Probaremos el resultado para ¢. En primer lugar, observe que mediante el Lema
2.4.6|y el Teorema vi(z, B) = —log Z;_1(x, ), entonces

(O, six =g,
—log (% {6531—%71(96—1,5) + eﬁRQ—viH(w—l,ﬁ)})

Ui(x76>: SlCL’SZ—i—g,
—log (% {€5R1*v¢71(i+9*175) + 653270171(i+g+1,3)}) ’

)

{ stz >1+g.

Usando ([2.23) para = = g,

Cco1mo

sz m|gv _1) - Uz(g B) = 07
sz m|g7 )_U1<gaﬂ):0
=g
Parax <i+4+g+1,

(I ﬁ {65R1 vi(z—1,8) + PR vi(z+1, 5)}

)

debido a que
Zv, Q(m|xz,—1) = vi(x — 1, 5),

sz Q(m|z,1) =v(z+ 1, 5),
=9
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ysixz >i+g+1, por (2.24), se sigue que

1 L -
Zz(x,ﬁ) — 5 {eﬁle’Uz(x 1,ﬁ) + eﬁRz U,L(:)H»LIB)}

Y

_ 1 [PRiuilite) | FRa—uli+o+2.0))
2

y esto concluye la prueba. O

Finalmente, usando los resultados del Teorema [2.24] proponemos el
Algoritmo [T} el cual calcula v* por medio de iteraciones del operador de
programacién dindmica v* = lim; o, Tv; = lim; o (—log Z;) vy devuelve la
politica 6ptima ¢* para un estado inicial fijo, un modelo de control dado y el
parametro de compensacion f3.

Algorithm 1 Obtener los v' y ¢* éptimos con z fijo, f y € > 0 dados.
Require: z,v'(m,5)=0,>0,me X,i=1
1: repeat
2: U(l, B) «—0
33 for m=g+1:i+g+1do
4: Z(m, B) + & {PRr=v(m=15)
+65R2—v’(m+1,/3)}

5: v(m, B) « —log Z(m, 3)

6: end for

7: Z(Z + g + 27 6) A % {eﬁRl_v/(H—‘%B)
PR (9+2,9))

8 v(i+g+2,0) —logZ(i+g+2,0)

9: 14+ +

10: until |v(z, B) —V'(z,8)] < e

11: v +wv

12: p*(—1|x) + mexp{ﬁRl —v'(x—1,0)}
13: p*(1]x) Tiﬁ) exp{BR; — V' (z+1,0)}
14: return * y v’
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Algorithm 2 Obtener el valor 6ptimo final v*

Paso 1. Calcular v" y ¢* con x fijo.

Paso 2. Eligir a con probabilidad ¢*.

Paso 3. Calcular el siguiente x con probabilidad Q).

Paso 4. Estimar Cost = log2 x p*(a|x) — fr(z,a) + Cost.
Paso 5. Estimar V = r(z,a) + V.

Paso 6. Estimar J = log2 x ¢*(a|z) + J.

Paso 7. Repetir hasta alcanzar g.

Paso 8. Obtener v* como el costo final.

Los Algoritmos (1] y 2| son usados para simular 100 trayectorias del proceso
estocéastico con g = 1, xg = 5, Ry = —10, Ry = —20 y ¢ = 0.0001 para
diferentes valores de § > 0. La Tabla ilustra los valores de v* y sus
correspondientes recompensas V' y costos de informacién J.

Tabla 2.1: Valores de energia libre 6ptimos.
6] v* Vv J

0.1 | 8.721847 |-61.500000 | 3.998539
1 | 62.772589 | -60.000000 | 4.00000
10 | 602.772589 | -60.000000 | 3.972589

Observamos en la Tabla que los valores éptimos de los costos de
informacion y de las recompensas, son similares para los diferentes valores
de f3, siendo solo el costo 6ptimo v* el que se ve afectado.

2.5.2. El Problema Estocastico de la Ruta mas Corta

Ahora, analizamos el problema de la Ruta mds Corta estocdstico.
Consideramos el modelo del Ejemplo[2.5.1| pero con g = 1 y la ley de transicién
de la siguiente manera

(%)m, sim>x+1,
Q(ml|z,1) = 1—(%)“1, sim=ux+1

0, cualquier otro caso

(
Q(m’%_l) = (

0, cualquier otro caso

m .
) , sim<z-—1,

N= N

)x_z, sim=x—1

Q(11,-1) = Q(1]1,1) = 1.
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Observaciéon 2.5.2. En este ejemplo, al igual que en su contraparte
determinista, la Condicion [2.4.1] se cumple directamente del modelo.

Lema 2.5.2. Para este ejemplo la Condicion[2.4.3 se cumple.

Demostracion. Considere la politica propia: ¢(—1|z) = 1, Va € X, entonces
se verifica que

r—1xz—1-t
ZP“” T #1) = Z ZQt m|z,—1) < co.
t=0 m=2
Por lo tanto, la Condicién se cumple. O

Observacién 2.5.3. Sea ¢, € F, con p(z) = 1, Vo € X y ¢(z) = —1,
Ve € X con1l,—1 € A. Observe que segun el modelo, se obtiene que:

= Ef[oi(@, B)) = 3y vilm, B)Q(mlz, 1)

B vi(1,8), six=1,
A (B, B) + v + 1, 8) 5 (M, sia > 1,

0, stx =1,
- {Z‘;ﬁ era(B)m0i(m, B) +oi(z +1,8)[1 — (1), siz> 1.
w EY[ui(a’, B)] = 2oy vilm, B)Q(mlx, —1)

vi(1,8), six=1,2,
T\ A e, B) + e — 1,8) S, () sia > 2,

0, six=1,2
N Ziﬁl(%)mvi(m,ﬁ) +uvi(z—1,8)(3)"2, siz>2

Teorema 2.5.2. Para f > 0 fijo y Z; como , los siguientes resultados
se cumplen

1, six=1,
l ,BRl BR27f(507i72) ) =

Zn,p) =l e b sie=2, |
L{ePRaimfwia) 4 eRe=floia)l | g2 <o <i+2,
L{fRamtWiba) 4 efRa—vilit20)) | gig >+ 2

para 1 =0,1,2, ..., donde
i+4

flpyiya) = > (%)m vi(m, B) +vi(i +2,8) (%)i+4 +vi(z+1,8) [1 _ (;)Hl] 7

m=x+2

fwie) =3 (3) v+ ue—1.8) (%)H.

m=1
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Demostracion. Probaremos el resultado por induccién. De esta forma por
(2.23)), se cumple que,

1, siz=1
Zolz,B) = 7 :
o(, 5) {% {effr + PR} | sig > 2.

como r(l,a) =0,a=—-1,1y v(x,5) =0,z € X, 3> 0.

Ahora, supongamos que

, sizx=1,

{eﬁRl + 65R27f(‘107i7172)} , Sl €r = 2,

{eﬁer(zb,i—Lz) 4 eBRz—f(cp,i—Lr)} . osi2<ax<i+l,
L{eBRI—f(i1) | ofRavini(HLO) | g >4 1.

Zi—l(xv 5) =

N= N[= =

Entonces, probaremos el resultado para ¢. En primer lugar, observe que por
" Ui(xv B) == log Zi—l(‘rv 6)
Usando ([2.23), para = = 1,

y, paIa xr = 2’

Entonces, para 2 < x <17+ 2

DUCAIEDY <§)mvi<mvﬂ>+”i<x“’5> > @m

m=x+2 m=1

1+4 1 m ) 1 m x+1 1 m
= 3 (3) wmo+ X w6+20(3) s X (3)

m=x+2 m=i+5 m=1

i+4 1 m 1 i+4 1 z+1
= Z (2> vi(m, B) +vi(i + 2, ) (2) +vi(xz +1,5) [1— <2> ]

m=xz+2

Ahora, paraxz >i+2, (z+2>i+1lyx+1>i+1),

Eelu(a )] = f: (%)mvi(m,g) + vz +1,08) [1 _ (%)Hll

m=x+2

_ i (%)mvi(i+2,ﬁ)+vi(i+2,ﬁ) [1_(%)”1]

m=z+2
=v;(i + 2, 8),
en consecuencia,
1, six =1,
ePhR1 4 eBRa— ””5)} six =2,
fRafvia) 4 efla=flpia)} = gi 2 < o <42,
eBR1—f($iz) | oBR2— vz(l+25)}, six>1+2.

N N N |—
F"H/—'H/—"—«
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Algorithm 3 Obtaining optimal v" and ¢* with z fixed, § and € > 0 given.
Require: z,v'(m,5)=0,me X, >0,i=1

1: repeat

2: Z(l, ﬁ) =1

3: U(l, B) =0

4: Z(2’ ﬁ) — % {eﬂRl + €5R2—f(§07i72)}

5. v(2,8) —log Z(2, )

6: for m=3:7+2do

T Z(m, ) & L {FRIWin) | SR iein))
8: v(m, B) < —log Z(m, f3)

9: end for

10: for m=i+3:i+2x+4do

" Z(m, B) L {ePTa—I(ia) | ofRa—vili+2))
12: v(m, B) < —log Z(m, f3)

13:  end for

14: 1+ +

15: until |v(z, B) —v'(x,6)| < e

16: v v

18: p*(1]x) + m exp{ B8Ry — f(v,1,2)}}
19: return ¢* and v’

La Tabla ilustra el valor de la energia libre resultante de la simulacién
de una trayectoria con x¢g = 5, Ry = —10, Ry, = —20 y ¢ = 0.0001 para
diferentes valores de /5 > 0 usando los Algoritmos [2] y [3]

Tabla 2.2: Valores de energia libre 6ptimos.
I6] v* V J

0.1 | 13.723763 | -106.20 | 3.103763
1 | 67947178 | -60.00 | 7.947178
10 | 611.18259 | -60.00 | 11.18259
20 | 3013.49655 | -60.00 | 13.49655

De la Tabla podemos concluir que para valores pequenos de [ se
obtienen menores recompensas 6ptimas pero menores costos de informacion,
por otro lado, si el valor de § se va tomando mas grande, el valor 6ptimo de
las recompensas se estabiliza pero los costos de informacion crecen.
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2.5.3. El Mundo de la Rejilla en Espacios Numerables

El siguiente ejemplo estd motivado por el problema clasico llamado Fl
mundo de la rejilla, que se presenta generalmente para mostrar la solucién del
problema de control éptimo en espacios de estados finitos y ha sido trabajado
en [33] y [40].

El mundo de la rejilla es un sistema donde un agente se coloca en una rejilla
y quiere alcanzar una determinada posicién final; en cada paso, el agente elige
una direccion entre las posibles con cierta probabilidad, inmediatamente, el
agente se mueve (deterministicamente) a la celda que corresponde de acuerdo
a la accion elegida o permanece en el mismo lugar si la accién indica ir hacia
una pared. El objetivo es elegir una ruta que genere las mayores recompensas.

Analizamos ahora la dindmica de un sistema donde la ubicacion del agente
en un punto dado es importante, digamos en una cuadricula de {%}ueN X
{%}UeN, con un estado de destino g = (1, 1). En cada paso, el agente elige entre
cuatro acciones que corresponden a las cuatro direcciones posibles que pueden
tomar {<—, —,T,]} con probabilidad ¢ € ®, que es desconocida por el agente.
La ley de transicién indica que el agente se mueve (de manera determinista) a
la celda adyacente que corresponde a la accion elegida, a menos que la accién
indique ir a la pared, entonces permanecerda en el mismo lugar. El agente paga
un costo Cy, donde la recompensa es R; € R™ si la accién indica que el
agente se aleja del destino o va hacia una pared, o Ry € R™ si el movimiento
lo acerca a g.

Ahora, los componentes del modelo son:

s X = {(%,é) ‘1‘1,1’2 € N}

» El espacio de acciones A = A (i 1 ) = {1,2,3,4}, donde 1,2, 3,4 son

z1’ T
las direcciones que puede tomar el agente, asignando a la direccién < la
accion 1, — la accién 2 y |, 1 las acciones 3 y 4 respectivamente.

» La funcion de recompensa esta dada por

((1 1) 1) 0, sizy=1yxy=1,

r R = .

Ty T Ry, sixzy>10zy>1.
0, sixg=1yxe=1,

1 1
7’<(—,—>,2) =<{ Ry, siz;=1yxy>1,
Ty T2

RQ, six1>1yx221.

((1 1)3) 0, siz;=1yxzy=1,
r N ) = .
T1 T2 Ry, sixy>1o0x9>1.
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0, siz;=1yxy=1

1 1 ,
Tr1 To

RQ, Si.TlZlyZL‘2>1.

= La funcion de transicion () es
() 0 () (1:2) 3 15
y 22 >10Q((1,1)[(1,1),1) = Q((1,1)[(1,1),3) = 1.
Q(( ! L)|<L L),2>:1s,1x1>1yx26N
)

- —),2):1Si$1:1yﬂ?2€N.

](i i),4>zlsix1>1yx2€N.
QL 4)I(E L) 4) =1sim=lym=1

Ademas, debido a que hay cuatro acciones posibles, p (a! <w—11, I—12)> =1/4
para todo (w - ) € X y estamos interesados en minimizar v <g0, (%, é) ,6),
para p € O, <I1,22> e X, p>0.

Para calcular Z; y usar el algoritmo [2] estudiamos el comportamiento de Z
dada una particién de X: X; U X7 U X7 U X7y donde:

GX‘I1>1 (172—1}

(2.25)
EX‘I1:1,$2>1 ,

8
8
NS

=5
EEICEIE
SN—— ——— ~—

€X|CL’1>1 ZL’2>1}

Teorema 2.5.3. Para € (0,00) fijo, se cumple la siguiente relacion

((22)) -1 () [ () )]

para i =0,1,2,..., donde

) ) =n((Gs)p) ¥(a)ex
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Para (%, é) € XU Xﬂ/,

A (C I B S (I E(E T

(Fr )X

= ((553) )
analogamente para <xil, a}) € XU Xy,
Faa (G 2)l= 3 () ) () ()9
((x T2 1) )
1

Finalmente, paraa =2y <zi, ) e X;UXypr, O(JL—4y<1 1) € X;UXyy,

r1’ X2
1 1 1 1 1 1 1 1
Ea 'L Ty T, bl = 'L BVEE b VR N b
e (Grz) = (2 o lGr)2)e () (o) )

S ((E2)9)
xr1 T2

Por lo tanto, el resultado sigue directamente de (2.23)). [
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En consecuencia, segtin el Teorema [2.5.3] podemos usar el Algoritmo
propuesto, para varios valores de > 0, para calcular el valor de energia libre
optimo estimado que serd el promedio de los valores 6ptimos. En la Tabla
se ilustran los valores de v* y sus correspondientes recompensas V' y costos
de informacién J obtenidos de 100 trayectorias simuladas con zo = (4,4),
Ry =—1, Ry = —100 y € = 0.0001 para diferentes valores de 8 > 0.

Tabla 2.3: Valores de energia libre 6ptimos.
15} v* % J

0.1 | 286.9392 | -80.07 | 22.12098
1 | 2934.287 | -86.85 | 24.27227
10 | 22943.51 | -69.83 | 19.13358

En la Tabla podemos observar que valores pequenos de [ tienen
recompensas 6ptimas y costos Optimos similares, pero para § = 10 ambos
valores disminuyen considerablemente.

2.5.4. El Mundo de la Rejilla en R

Consideremos aqui, el ejemplo El mundo de la rejilla en el cual, exploramos
la relacion entre valor e informacion en un sistema donde nos importa la
ubicacién exacta del agente en un &area determinada, por ejemplo, en una
tabla de 5 x 5, con un evento objetivo, al que llamamos G. Para una mejor
visualizacién, cuadriculamos el area y el evento objetivo se representa como el
drea de la celda descrita por [4,5] x [4,5]. En cada paso, el agente elige entre
8 acciones que corresponden a las 8 direcciones posibles que pueden tomar
{<, =, 14, N\, N\, '} con probabilidad ¢. La funcién de transicién de
estado indica que el agente se mueve de manera uniforme a la celda adyacente
que corresponde a la accion elegida, a menos que la accion indique ir a la pared,
entonces permanecera en el mismo lugar. Tenga en cuenta que es importante
la posicion que el agente toma dentro del drea de cada celda. El agente paga
un costo C, como se defini6 en donde R = —1 en cada paso, o R = —100
si la accién indica moverse hacia una pared.

De esta manera, los elementos del modelo son:

» El espacio de estados (posicién del agente) X = [0, 5] x [0, 5].

» El espacio de acciones igual a las acciones admisibles (las direcciones que
puede tomar) A = A(zx) ={1,2,3,4,5,6,7,8}.
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Tabla 2.4: Valores de o y 7.
a | 1]2(3]4|5/6|7]S8

a, [-1]01]-1]1|-110 |1
Yo | 1 |1]1]00]-1]-1]-1

= La funcién de recompensa esta dada por

;

0, siz € (G, Va,

100, size[0,1]x [4,5ya=1,
size0,5] x[4,5]ya=2,
six € [4,5] x[4,5] ya=3,

Riz.a) = size0,1] x[0,5] y a=4,
six € [4,5] x[0,5] y a=5,
sixz € [0,1] x [0,1] y a =6,
size0,10] x [0,1] y a =7,
six e [4,5] x[0,1] y a=S8,

-1 en cualquier otro caso.

\

» Sea x = (x1,23), [71] representa la parte entera de z1 y o y v como se
muestran en la Tabla 2.4 La funcién de transicién @ se asume uniforme
en el cuadrado [[z1] + aq, [21] + o + 1] X [[22] + Y4, [¥2] + 74 + 1] 0 bien
Q(z|x,a) =1 en los casos donde la recompensa es igual a —100, es decir,
cuando la accion indica ir hacia una pared.

Ademas, como hay ocho acciones posibles, p(a|z) = 1/8 para todo z € X
y nos interesa minimizar F(m,z, 3).

Estudiamos el comportamiento de Z; conforme se hacen las iteraciones y
observamos similitudes en algunos elementos de su dominio, dividiendo de esta
manera al espacio X en X = X; U X;; U X7 U X7y donde:

Xp=[1,4] x [0,1] U[1,4] x [4,5] U [4,5] x [1,9] U[0,1] x [1,4],

X = [0,1] x [4,5] U[0,1] x [0,1] U [4,5] x [0, 1],

X]][ = [1,4] X [1,4], <226>
XIV = [4, 5] X [4,5],

y establecemos el teorema siguiente

Teorema 2.5.4. Para 3 > 0 fijo y Z; como en , se cumple
Zi(xa ﬁ) = hi+1(x7 17 5)7
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para i = 0,1, ..., donde el super indice en h indica composicion de funciones,
y la funcion h estd dada por:

§ {pe ftlosy 4 3e= 1000 0w L ) 1 € X,
% {3@‘5"‘10%1/ + 56—10()'3“‘10%1‘/} stz € Xy,

h(x =
(z,y,8) o—B+logy st x € Xypp,

1 six e Xypy.

Demostracion. Probaremos por induccién para cada conjunto que conforma a
X como se vio en , que Z; se puede expresar a través de la funcién h
como lo indica el teorema.

Asi, para z € X; y k=0, como vy(z, 3) =0, Vf3, para x € X, por lo tanto,

Zo(x,B) = Za:exp {ﬁr(x, a) — /Uo(x',B)Q(dx'|a:, a)l,

1 2.27
= 3 {56_5 + 36_1005} , ( )
= h(z,1,5).

Suponemos ahora para i — 1 que
Zi—l(xa 6) = h2(1.7 175)
y vemos para ¢ que
Ui(x7 B) = log Zi*l(xv 6) = - log h‘l(x7 17 5)7
ademas,
20.8) = Y esp |r(e0) - [ ule' ) 0)]

— é {567ﬁfv¢(x,ﬁ) + 367100571&(%6)} :

; | | (2.28)
=3 {56—,3+loghl(a:,1,ﬁ) i 36—1OOB+logh’(1’,1,/B)} ’

= h(x7 hl('r? ]‘7ﬁ)7 ﬁ)?

=h" (2,1, 5).

Para x € X;; la demostracion es analoga.
Para x € X;;; vy k = 0, nuevamente vy(z, 8) = 0, Va, por lo tanto,
Zo(x, 8) = Zexp {67’(35, a) — /vo(x’,B)Q(da:/\x, a)] :
¢ 2.29
5 (2:29)
= h(x,1,p).
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Para 7 se tiene

4w 9) = Sex {ﬁr(ﬂf,a) - [u p)Que.a) .

— e_ﬁ_vi(ajvﬁ)

— €7ﬁ+loghi(x,1,5) <230)
:h(x7hl(x7 17/8)7/8)7
= h"(z,1,5).

Finalmente, para x € Xjy. Observemos que este conjunto es en realidad el
evento objetivo por lo que al llegar a él, el proceso termina y permanece aqui
con recompenza cero, asi vy(z, 3) =0, Vo y Zyo(z, 3) = €® = 1, en general,

4w 9) = Lo {Brw) - [ w00

— e_v’b(x’ﬁ)

— elogh'(x,1,6) (2.31)

— elog 1

= h(z, 0 (2,1, ), B),
= h"(z,1,p).

Por lo tanto, para cada x € X, Z; se puede expresar a través de la funcion h
como lo establece el teorema.

]

Por consiguiente, de acuerdo con el Teorema [2.5.4] proponemos el
Algoritmo 4] que seguido por el Algoritmo [2], calcula para diversos valores de
B, el valor éptimo de una trayectoria simulada para un estado inicial dado en
base a la funcion h. El valor de energia libre 6ptimo estimado sera el promedio
de los valores 6ptimos de las trayectorias simuladas.

Algorithm 4 Obtencién de v' éptima y 7* con x fijo y 8y € dados.
Require: = = xq, v'(z,8) =0, V0, Z(z,p) =1

1: repeat

2 vz, B) « V' (z,5)

3 Z(x,p) < h(z, Z,5)
4: v(x,B) < —log Z(z, B)
5. until v converge (Jv" —v| <€)
6
7
8

: para cada a € A,
- 7(afe) — 222 exp{Br(z, a) — (2, 7))
: return 7 y v/
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En la Tabla podemos ver el valor de la energia libre resultante de la
simulacién de 100 trayectorias simuladas con xy = (0,0), Ry = —1, Ry = —100
y € = 0.0001 para diferentes valores de 3 > 0.

Tabla 2.5: Valores de energia libre 6ptimos.

15} v* Numero promedio de pasos \Y J

1 88 -2629.47 0
1 | 16921.27 365.11 -365.11 | 1043.539
10 | 193969 419.88 -419.88 | 9510.932

En la Tabla podemos observar el niimero promedio de pasos que fueron
necesarios para llegar al estado objetivo, siendo 5 = 0 el que da la ruta
més rapida y los menores costos de informacién (J) pero se sacrifican las
recompensas (1), las cuales se vuelven muy bajas. Conforme  aumenta, las
recompensas Optimas se van estabilizando pero los costos de informacion crecen
considerablemente.
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Capitulo 3

Analisis Asintotico de un
Sistema de Control
Determinista

En este capitulo se aborda el segundo problema principal de esta tesis, el
cual es, proporcionar las condiciones necesarias para garantizar la existencia
del punto de equilibrio del sistema y la convergencia de la trayectoria éptima
determinista a dicho punto.

3.1. Antecedentes

Consideramos un Sistema de Control Determinista. Los problemas de
control 6ptimos deterministas, como ya se mencioné en el Capitulo 1, consisten
en determinar una politica éptima, es decir, una politica que maximice (o
minimice) la funcién objetivo [I8], [20]. En este contexto, un problema de
interés es analizar el comportamiento asintotico de la trayectoria 6ptima del
sistema.

Investigaciones importantes basan sus resultados en la existencia y
caracterizacion del punto de equilibrio del sistema determinista asociado con el
sistema estocdastico [24], por ejemplo, en [44] se obtiene la solucién del problema
estocastico a partir del determinista en tiempo discreto, y en [I4] en tiempo
continuo. El trabajo estd motivado por el estudio del modelo de crecimiento
econdémico tal como se expone en [12], donde se garantiza la estabilidad del
sistema caracterizando el punto de convergencia de la trayectoria 6ptima por
medio de la ecuacién de Euler. En este trabajo buscamos condiciones para la
estabilidad de sistemas mas generales.
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3.2. Planteamiento del Problema

Teniendo en cuenta los antecedentes de la relacién entre los MCM ya
mencionados, se plantea un Modelo de Control Determinista como se definié
en (|1.7]), conformado por los siguientes componentes:

(X, A {A(x) |z € X},Q,1) (3.1)
donde X = [0,00), A = [0,00), y @ dada a través de F' : K — X por
Q(B|z,a) = 15(F(z,a)), B € B(X).

Consideremos a la recompensa total descontada como criterio de
rendimiento, esta es, para x € X, m € llpy v o € (0, 1),

v(x,m) = Zatr(xt,at). (3.2)

El objetivo del problema de control es maximizar 7 — v(x,m) en Ilpyy,
para todo x € X, es decir, determinar la politica 6ptima 7* y la funcién de
valor éptimo V.

El Segundo Problema de interés en esta tesis es realizar un anélisis
asintotico de la trayectoria éptima del SCD.

El planteamiento anterior da origen a las siguientes preguntas de
investigacion:

s ;Cémo se puede garantizar la existencia del punto de equilibrio del
sistema?

= ; Qué condiciones seran necesarias para garantizar la convergencia de la
trayectoria éptima del sistema determinista?

= ;En caso de que exista dicha convergencia, sera posible caracterizar el
punto de convergencia a través de la ecuaciéon de Euler?

Objetivo General

Proporcionar las condiciones necesarias para garantizar la convergencia de
la trayectoria optima y caracterizar su punto de convergencia.

3.3. Metodologia

El método que se propone es demostrar que la trayectoria 6ptima del
sistema de control determinista es mondtona y acotada, lo que demuestra
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que es convergente; posteriormente, garantizar la existencia del punto de
equilibrio, el cual se define mas adelante y caracterizarlo a través de la
ecuacion de Euler. Finalmente, demostrar que se cumple la convergencia
al punto de equilibrio. En la Figura |3.1] se puede apreciar la metodologia
propuesta.

Demostrar que la trayectoria
optima es convergente l

Probar que el punto de

SCD convergenciaes el punto

de equilibrio

ry

,| Caracterizar el punto de equilibrio
a través de la ecuacién de Euler

Figura 3.1: Diagrama de solucién del segundo problema.

3.4. Analisis Asintdotico de un Sistema
de Control Determinista Mediante el
Enfoque de la Ecuacién de Euler

Iniciamos presentando una versién de la Ecuacion de Euler para PDMs,
de manera particular para el modelo determinista. Consecuentemente
se caracteriza el punto de equilibrio del sistema via dicha ecuacion y
establecemos algunas propiedades de la trayectoria éptima, que nos ayudaran
a garantizar su convergencia. En lo que sigue, la derivada de una funcién
multivariada M con respeto a una variable y, se denotard con M,, el gradiente
de la funcién M se denota por DM (z,y) y la derivada de una funcién de una
variable h se denotara por hA'. Diremos que una funcién g es de clase C™ sobre
U, lo que denotaremos por g € C™(U), si para cada punto de u de U existen
y son continuas todas las derivadas parciales de g hasta el orden m inclusive.

Tomemos el modelo (X, A, {A(z) | x € X},Q,r) definido en (3.1) con la
recompensa total descontada como criterio de rendimiento (ver (3.2))).
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Sea vy, la funcién de iteracién de valores (ver Definicién [1.2.1)) y suponga que
se cumple el Teorema de Programacion Dinamica [1.2.2] establecemos ademas
las siguientes condiciones:

Condiciones 3.4.1.

a) Eziste una funcion H : X — X tal que sup,e 4(x) F'(7,a) < H(x), para cada
xr € X. Ademds, para la funcion H, existe xpr € X tal que H(xp) = xy.

b) Eziste (y,b) € K tal que lim g q)—(yp) Fa(z,a) = oco.
¢) Fy(x,a) = 0 cuando x — 00 y a — 0.

d) VeC*yV"<O.

e) feC con fl>0.

Observacién 3.4.1.

a) Para garantizar la diferenciabilidad de la solucion dptima (ver Condicion

d) y €)), puede consultar las siqguientes referencias: [§], [12] y [18].

b) En [10] puede ver la prueba de la concavidad de la funcion de valor dptimo

bajo la Condicion d).
¢) La monotonicidad de la politica dptima se puede consultar en [15].
Observacién 3.4.2. Observe que si se cumple el Teorema se puede

caracterizar la solucion optima del problema de control dptimo, a través del
enfoque de programacion dindmica.

Entonces, por el Teorema [1.2.2] existe f € T tal que:

wi = Fa, fzg)) = g(xp), (3.3)

t =1,2,..., donde {z;} representa la trayectoria éptima del proceso de control,
estamos interesados en estudiar el comportamiento de (3.3) en su punto de
equilibrio (ver Definicion |3.4.1]).

Definicién 3.4.1. Un punto de equilibrio T € X asociado con , es aquel
que satisface la identidad siguiente [23]:

T =F(z, (1)) = 9(T). (3.4)
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Teorema 3.4.1. Sir y F son funciones céncavas y r, F € C*(K) entonces
la politica optima, f, satisface la siguiente ecuacion funcional, conocida en la
literatura como Ecuacion de Euler:

ra(t, f(x)) + aA(F (x, f(x)), f(F(z, f(2)))Fa(z, f(x)) = 0, € (0,00) (3.5)

donde A(z,a) = (r, —r Fp/Fy)(x,a), (x,a) € K, F, > 0.
Reciprocamente, si f € F es una politica que satisface para cada x €

(0,00) y
lim o' A(xy, f(z:))z: = 0, (3.6)

t—o00

entonces f es una politica optima.

Demostracion. Sea f la politica 6ptima y como V satisface la EPD (|1.13)),
entonces:

V(z) = mix {r(z,a) +aV(F(z,a))},

en consecuencia, la condicién de primer orden esta dada por
ra(z, f(z)) + aV'(F(z, f(z))) Fu(z, f(z)) = 0. (3.7)
Por otro lado, como V' satisface la EPD ([1.2.2)):
V(z) =r(z, f(z)) + oV (F(z, f(z))),

entonces

V(@) = re(x, f(2)) + ral@, f(2)f'(2) + oV (F(2, f(2))[Fe (@, [ (2)) + Fa(, f(2)) [ (2)],

(3.8)
sustituyendo en , se obtiene que
Viz) =ro(z, f(2) + oV (F(z, f(2)) Fa(, f(2)). (3.9)

En consecuencia, de (3.7) y (3.9)), se deduce que:

Vi) = ol f(2)) — agele i Fr. f (@)
= [ = 5] (@ 5 @) (3.10)
= A, f(x).

Finalmente, sustituyendo (3.10)) en (3.7)), el resultado se sigue.

Ahora, se probara el reciproco. Sea f una funcién que satisfaga (3.5 y
1) y considere z € (0, 00) fijo. Sea f € F otra funcién y para t = 0,1, ..., se
denotaran las trayectorias de las politicas f y f por x; v Iy, respectivamente.
De manera similar, a; = f(x;) y 4, = f(i;) denotan sus acciones respectivas,
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donde zy = %y = = para ambos. Como r es céncavo y r € C?, aplicando el
Teorema 2.17 en [12], p. 258, se obtiene que

ZtT:Bl ozt[r(m,at) — (&, a¢)] > Zt 0 @ [Dr(a:t, ag)(xy — Ty, ap — ay)]
=Y e (@, a) (@ — &) + ralr, ar) (e — i),

para 1" entero positivo mayor o igual a 1. Como w11 = F(z4,a:) v Tp41 =
F(z,a;), entonces
Y Y

Ty — Ty = F($t—1a at—l) - F(i“t—la &t—l)-
Como F es céncava y F' € C?, resulta que
F(zi1,ai-1) = F(Zt-1,0i-1) 2> Fo(we1,a0-1) (w1 — Tp-1) + Fa(@e—1,a4-1)(ar—1 — G—1),
o equivalentemente

F:v(xtflv atfl)(xtfl - i’tfl) - (xt - i‘t)
Fa(xtfl, atfl) ’

g1 — Qy—1 =

en consecuencia, se obtiene que
Soico o fra(@, an) (@ — &) + ra(we, ap)(a — )]
>3 [m(mt, ap) (e — T¢) — ra(24, ) <Fx(mt’at)(w}j{g;ﬁff“_im))]
> ST 0 (a — 20) o (rale, ar) — eBgoflned )  brovay)

T—17a(xr_1,07-1)

- Fa(xT—lzaT—l)xT'
(3.11)
Ahora, como a; = f(z;) y [ satisfacen ([3.5)), se sigue que
To(Tr-1,a7-1) + @A(2r, ar) Fy(vr_1,ar-1) = 0,
y por (3.11)), es posible concluir que
T_1 Ta(xT—h CLT—1) T
=— A . 3.12
Fo(xr_y, @T—1)xT o wrAler, ar) (3:12)
Similarmente,
:% [ < Ta (act,at)Fx(xt,at)> . Ta(xt—lvat—l)]
Fo(zt,at) Fo(xi—1,0t-1)
( Az, a ) — aA(zy, a)].
=0.
Asi,
Za r(zy, ap) — (2, a0)] > o’ xpAlxp, ap).
Entonces, tomando T — oo, por (3.6, se sigue que
o(f,2)) = o(f, ) (3.13)
Por lo tanto, f es una politica éptima. O

48



CAPITULO 3. ANALISIS ASINTOTICO DE UN SCD

Teorema 3.4.2. Supongamos que r y F' son funciones estrictamente concavas
y las Condiciones y se cumplen. Entonces, existe un unico punto
de equilibrio T € X de g.

Demostracion. En primer lugar, observe que el punto de equilibrio Z satisface
el siguiente sistema de ecuaciones:

T =F(z, f(1))
ra(Z, [(Z)) + aA(F (2, f(2)), [(F (2, f(2)))) Fa(Z, f(2)) = 0.
Equivalentemente
ra(Z, f(2)) + aA(2, f(2))Fu(Z, f(2)) = 0. (3.14)

Se probara ahora que (3.14) tiene una solucién tnica. Para ello, considere la
siguiente funcién

W(z) :=rq(z, f(z)) + aA(z, f(z))Fu(x, f(x)), z € X, (3.15)

en particular, observe que W (z) = 0.

Ahora, como r y F son estrictamente concavas, se deduce que F, y r, son no
negativas y estrictamente decrecientes, asi también por la Condicion e),
f es creciente y debido a la Condicién @ d), V es estrictamente coéncava,
por lo tanto, la funcién W definida en @ es estrictamente decreciente.
Sustituyendo A y reescribiendo W, se obtiene que:

Wi(z) = ra(z, f(2))(1 = aFu(z, f(2))) + roFul, f(2)).

Entonces considere los siguientes hechos:

1. Por la Condicién b), podemos garantizar que existe z € X tal que
F.(z, f(x)) — oo cuando = — z.

2. Por la Condicién ¢) y el punto anterior, podemos garantizar, que la
ecuacion F(z, f(x)) — 1/a = 0, tiene una unica solucién, dicha solucién
se denota por y.

Por un lado, dado que f es una funcién creciente (Condicién e))y Fes
una funcién estrictamente céncava, la funciéon 1—aF,(z, f(z)) es estrictamente
creciente en X. Ademds, se cumple que 1 — aF,(y, f(y)) = 0 por el punto 2 y

(Y, f(y)) Faly, f(y)) > 0, por lo tanto,

Wy) =ra(y, fW) (1 — aFu(y, f(y)) +rFaly, f(y)) > 0.

Ahora por el punto 1, existe z € X tal que F,(x, f(x)) — oo, cuando = — z
entonces 1 — aF,(z, f(x)) — —oo cuando x — z, asi,

W(z) = ra(z, f(2))(1 — aFa(z, £(2))) + reFa(z, f(2)) < 0.
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En conclusién, encontramos dos elementos y y z tales que W(y) > 0y W(z) <
0. Dado que W es una funcién estrictamente decreciente y continua, W tiene
un unico punto z € X tal que W (z) = 0, como consecuencia del teorema del
valor intermedio [32]. En conclusién, encontramos un punto de equilibrio tinico
de g, que es 7. O

Observacion 3.4.3. Note que la Condicion e), contiene las siguientes
afirmaciones:

a. Si F' es una funcion creciente en K, entonces la funcion g definida en
es una funcion creciente.

b. Si F' es una funcion continua en K entonces g es una funcion continua en
X.

Proposicién 3.4.1. La trayectoria optima {z}} definida recursivamente por
xy,, = g(z7) con xg € X dado, es una sucesion mondtona.

Demostracidn. Como V es estrictamente céncava (Condicién [3.4.1] d)),
entonces V' es estrictamente decreciente, es decir, que para y, z € X:

Siy > z entonces V'(y) < V'(z).

Consideremos dos estados sucesivos de la trayectoria 6ptima xy y z;,,, donde
* — * 3 * * ! * !/ * 3 * *
xy,, = g(z7). Entonces, si ; < xy,, entonces V'(z;) > V'(x} ) (osiz; > x7 4

/ * / * 7 1 * * / * !/ *
entonces V'(x}) < V'(z},,)) esto implica que z; — a7, v V'(z}) — V'(z} )
tendran signos opuestos, es decir

(zf — 2) (V! (27) = V'(27,,)) 0,
ademads, por las ecuaciones (3.7)) y (3.10)), se obtiene que
Vi(a7) = Aaf, f(27)),
Vi(ai) = —(ra/ala) (@, f(x7)),
entonces
(@7 — 2y )[A(e, f(a7)) + (ra/oFa) (@7, f(27))] <0,
multiplicando por aF,(x}, f(z})) > 0 se tiene

(xf — aiy)lare — areFy +ra(xf, f(27))] <0,
reescribiendo se obtiene que
(zf — wi))lra(ey, f(z7)) + aA(ay, fzg)) Falap, f(27))] < 0. (3.16)
Note que, bajo (3.14)
W(z) = r4(z, f(T)) + aA(Z, f(2)) Fu(Z, f(Z)) = 0.
Entonces, como W es decreciente y continuo las siguientes afirmaciones son

validas:
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» Sizy > T entonces como ¢ es creciente (Observacion a)), x; > Z.
En consecuencia, W(z;) < W(z) = 0y (3.16) implica que x} > x},,,

esto es {}} es una sucesién mondtona decreciente.

» Andlogamente, si zp < T entonces {xj} es una sucesién mondtona
creclente.

» Sixy =7, entonces r; = x; , = T.

Observacion 3.4.4. Observe que:
1. Sixy < Z, se tiene que:

a) Segin la prueba de la Proposicion|3.4.1, {x;} es creciente, por lo tanto
To < T}

b) Como g es creciente, x;, | = g(z7) y 9(&) = Z, aplicando g, t veces a
9 < I, entonces x; < T.

c¢) Si la Condicion a) se cumple, entonces T < xyy.
En resumen, xo < xf < xp.

2. De otra manera, si xo > =, {x}} es decreciente y x; € X = [0,00)
entonces 0 < zy < xg.

De esta manera, el compacto en el cual f, converge a f se puede definir como
S = [0, max{x s, xo}].

Teorema 3.4.3. La trayectoria optima {z}} converge mondtonamente en S C
X al punto de equilibrio T para cualquier valor inicial xo € X.

Demostracion. Dado que {zj} es una sucesion mondtona y acotada
(ver Proposicion y Observacién [3.4.4] respectivamente), entonces es
convergente. Sea z* el limite de la sucesion {z;}. Entonces, por la continuidad

de la funcién g (Observacién b)), * debe ser un punto fijo de g, debido
a las siguientes identidades:

m ;) = g(z7).

* ’ * ’ * 3
"= lim z;,; = lim ¢g(x}) = g( 1
t—o0 t+1 t—o0 g( t ) g(t—>oo

Entonces x* es un punto de equilibrio, pero como z es el tnico punto de
equilibrio, x}; — Z. O
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3.4.1. Ejemplo: Funcién Utilidad Logaritmica

Este ejemplo proviene de los modelos de crecimiento econémico en los
que el agente debe decidir en cada periodo t qué parte de la produccién
generada por un capital debe ser consumida y qué parte debe ser invertida en
el siguiente periodo. El objetivo es encontrar una estrategia que optimice el
criterio de rendimiento el cual se define a través de una funcién de utilidad.
Diversos trabajos han estudiado este problema en busca de su solucién
6ptima [22], [25], tanto en su planteamiento determinista [29], como en sus
versiones estocdsticas donde la dinamica o la inversion se ve afectada por una
perturbacién aleatoria [6].

Este problema puede ser modelado a través de un PDM y su solucion
éptima puede ser caracterizada a través de la Ecuacién de Euler [I1].

Considere una economia en la que en cada tiempo discreto t, t = 0,1, ...,
hay L; consumidores (poblacién o mano de obra), con consumo a; por persona,
cuyo crecimiento se rige por la siguiente ecuacion en diferencias:

Lt+1 = Ltn (317)

Se supone que inicialmente se conoce el nimero de consumidores, L. En
este caso, 7 > 0 fijo representa una variable ex6gena que afecta a la poblacion
de consumidores. En este contexto n representa el valor esperado [43]. La
funcién de produccion para la economia esta dada por

Yy = G(Ky, Ly),

con K, conocida, es decir, la produccion Y; es una funcién del capital, K,
y mano de obra, L;, donde la funcién de produccién, G, es una funcion
homogénea de grado uno, es decir, G(Azx,\y) = AG(z,y). La salida debe
dividirse entre los consumos C; = a;L; y la inversién bruta I;, es decir,

Co+1,=Y, (3.18)

Sea § € (0,1) la tasa de depreciacion del capital. Entonces la ecuacién de
evolucion para el capital viene dada por:

Kt-i—l — (1 — 5)Kt + It' (319)
Sustituyendo (3.19)) en (3.18)), se obtiene que
Ci—(1-0)K;+ Ky = Ys (3.20)

De forma habitual, todas las variables se pueden normalizar en términos del
capital, es decir, y; :== Y;/Ly v 2y :== K;/L;. Entonces (3.20)) se puede expresar
de la siguiente manera:

Ay — (1 — (5)%} + Kt+1/Lt = G(SCt, 1)
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Ahora, usando (3.17) en la relacién anterior, se obtiene que
T = (G2, 1) + (1 = 0)zy — ay),

t = 0,1,2,.., donde & := n~'. Se define h(z) := G(z,1) + (1 — d)z,
r € X := [0,00), h de ahora en adelante se identificara como la funcién de
produccion.

En particular, tenga en cuenta que h es una funcién potencia, es decir,
h(z) = 27, con v € (0,1). Entonces, la ley de transicién del sistema estd dada
por

Ti41 = 5(933 —ay),
t=0,1,2,...,y 2o =2 € X :=[0,00) es el capital inicial. Observe que aqui,
x] indica la produccién que genera x;, a; la cantidad que se consume y el
resto o} — a; la parte que se invierte en el siguiente periodo.

Las acciones admisibles son dadas por A(z) = [0,2"] que suponen que no
se permite el endeudamiento. La funcién de recompensa viene dada por una
utilidad de consumo, r(z,a) = U(a) = Ina, si z € (0,00), a € (0,27], y
r(0,0) = U(0) = co. Ademads, supongamos que 0 < oy < 1.

Lema 3.4.1. El ejemplo de utilidad logaritmica es un modelo semicontinuo,

es decir, cumple las Condiciones|[1.2.4).

Demostracion. a) A(z) = [0,27], por lo tanto, A(x) es compacto para cada
reX.

b) Observe que 7(x,a) = In(a) sia € (0,27] para cada z € X y como la funcién
logaritmo natural es continua en (0, z7], en particular es u.s.c. Para a = 0,
cualquier sucesién {a,} que converja a 0, se tiene que lim sup,, , . 7(z,a,) <
oo = r(x,0).

c) Este inciso se verifica directamente porque F(x,a) = %(Jc7 —a), (z,a) € K
es una funcién continua.

]

Lema 3.4.2. El ejemplo de utilidad logaritmica cumple el Teorema de

programacidon dindmica [1.2.9
Demostracion. La prueba de este lema puede consultarse en [11]. O
Lema 3.4.3. El ejemplo de utilidad logaritmica satisface la Condicion|3.4. 1.

Demostracion.  a) Sea H(x) = x7/n, una funcién continua definida en el
conjunto compacto y convexo X = [0,00). Luego por el Teorema 3.2 en
[12] p. 221, H tiene un punto fijo ) = nﬁ en X, en consecuencia
H(nﬁ) = nﬁ. De esta manera, F(z,a) = %(:ﬂ —a) <27 = H(z) para
cada a € A(zx), x € [0, 00).
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b) F.(x,a) = %7:167*1 y como (z,a) — (0,0), F(x,a) — oo porque v €

(0,1).
¢) Cuando (z,a) — oo, }]vx'Y* — 0.

d) En primer lugar, observe que V € C?, debido a r y F' € C? (consulte la
Observacion v [8]). Ademds, la segunda derivada de la funcién de
valor es estrictamente positiva, ya que r y F' son funciones estrictamente
concavas y crecientes y la funcién multifuncion, = — A(x), es creciente
y convexa.

e) Como r y F € C?, por Observacién 3.4.1, f € C! y debido a que la
multifuncién x — A(x) es creciente y convexa, por Observacion [3.4.4] f
es creciente.

O
Lema 3.4.4. El punto de equilibrio es T = (%)ﬁ

Demostracion. El punto de equilibrio se caracteriza por las ecuaciones (3.4) y
(3.14). Luego sustituyendo los valores respectivos en ellas, resulta que

{ (- =5=) =0,
H@ = f@) =7

Resolviendo el sistema anterior para Z y f(Z), se obtiene que:

oy n
En conclusién, para este ejemplo, por el Teorema [3.4.3] la trayectoria éptima
1
converge a T = (%) . O

La Figura[3.2]ilustra las 15 primeras realizaciones de la trayectoria éptima
para distintos valores de zg, o, v y 1, asi como el punto de equilibrio en la
posicion 16. Aqui, se puede apreciar que efectivamente, la trayectoria éptima
converge al punto de equilibrio.
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Figura 3.2: Trayectoria Optima. (a la izquierda oo = 0.3, v = 0.7, n = 0.02 con
xo = 10 arriba y 3000 abajo; a la derecha v = 0.5 = v, n = 0.02 con xy = 10
arriba y 500 abajo).
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Capitulo 4

Resumen, Conclusiones y
Trabajo Futuro

El tema principal de este trabajo de tesis es Procesos de Decision
de Markov con horizonte infinito, el cual se trabajé con los criterios de
rendimiento: costo total esperado, recompensa total esperada y recompensa
descontada total esperada, se incluyé ademéds, en uno de los problemas, el
criterio de entropia relativa, el cual mide los costos que se generan en el envio
de la informacién y restringe el funcionamiento del sistema. Asi también,
fue necesario estudiar la teoria de Programacién Dinamica y los conceptos
elementales de Teoria de la Informacién. En el Capitulo 1 se presentaron los
elementos esenciales de dichos temas.

Del 4drea de PDMs se expusieron los Modelos de Control de Markov y
los tipos de politicas, los cuales generan el espacio de probabilidad que da
lugar al Proceso estocéstico de interés (el Proceso de Decisién de Markov). Se
expusieron también los criterios que se trabajaron en esta tesis y que dieron
lugar a los PDMs estudiados.

En el tema de Programacion Dinamica se realizo una recopilacién de las
condiciones necesarias para resolver los PDMs con ésta técnica, que se basan
en garantizar que se cumpla la Condicién de Seleccion Medible y el método
de aproximaciones sucesivas si se trabaja en horizonte infinito, tanto para
modelos semicontinuos-semicompactos (Condiciones y como para
modelos semicontinuos (Condiciones [1.2.2] [1.2.3} [1.2.6] y [1.2.7).

De manera adicional, se incluye una introduccion a la Teoria de la
Informacién, exponiendo los conceptos principales que se usan durante el
desarrollo de la tesis, como son: Entropia y entropia relativa.

Se desarrollaron dos problemas relacionados con PDMs: El problema de
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la Ruta méas Corta en el Capitulo 2 y el andlisis asintético de un sistema de
control determinista en el Capitulo 3.

El problema de la Ruta mas Corta se abordé a través de un PDM con el
objetivo de optimizar simultaneamente la recompensa total esperada y el costo
de informacién, en espacios de estados infinito numerables, lo cual aporta una
extension a la teoria ya existente. La estrategia fue transformar el problema
en uno sin restricciones y utilizar politicas propias, las cuales garantizan que
el problema tiene una soluciéon y que existe convergencia hacia la solucién
optima. Se demostré que resultados ya probados para el caso finito, los cuales
proporcionan caracteristicas de las politicas propias y las soluciones 6ptimas
(Proposicién y Teoremas y se pueden extender al caso
numerable. Se presentaron y desarrollaron ejemplos numéricos del problema
de la Ruta més Corta en el caso determinista y estocastico, proponiendo una
solucion basada en la teoria desarrollada y se generd un algoritmo particular
que resuelve estos problemas debido a que para espacios numerables el proceso
computacional es restringido.

Por otro lado, en el analisis asintotico de problemas de control determinista,
se presento inicialmente la Ecuacion de Euler para este modelo y a través de
ella se caracterizo la politica optima. Posteriormente se probd la existencia
de un tunico punto de equilibrio del sistema, estableciendo para ello las
Condiciones [3.4.1] las cuales permitieron también, garantizar la convergencia
de la trayectoria 6ptima del SCD probando que es monétona (Proposicion
y acotada, en concreto, se caracterizo un subconjunto compacto de los
nimeros reales donde la trayectoria 6ptima se concentra (Observacién ,
para finalmente demostrar que converge al punto de equilibrio del sistema

(Teorema (3.4.3)).

Enlistamos a continuacién posibles trabajos futuros en esta direccion.

= Abordar el problema de restriccién de la informacién para espacios de
estados que sean subconjuntos de los niimeros reales como se ve en el
Ejemplo [2.5.4]

» Considerar los criterios de optimalidad dados en [16], [17], [28], [33], [40]
y resolver el problema de restricciones para espacios de estados infinito
numerables como se resolvio en esta tesis para el criterio de recompensa
total esperada.

» Estudiar problemas de control estocastico inducido por el SDC [9], y
garantizar la convergencia de la trayectoria Optima estocastica para
modelos generales.

= Aplicar los resultados obtenidos, por ejemplo en el area de Finanzas.
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