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Obtencion de los coeficientes de un polinomio de grado 2 y 4 por
minimos cuadrados
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Huerta Valencia®, Angel Joaquin Fabian Rosales*

Resumen: El método de minimos cuadrados (MMC) es usado para ajustar funciones a un conjunto de datos
experimentales, considerando que se tendra el minimo error. Se puede ajustar a una linea recta aunque la
funcién también puede ser una curva no necesariamente lineal. Dicha curva se asocia con un polinomio de
grado n, donde encontrar cada uno de los coeficienes del polinomio, se convierte en el objetivo. La aplicacion
del MMC, conduce a un sistema de ecuaciones lineales de la forma AP = b, donde el vector columna B esta
formado por las constantes objetivo del problema. Para la mayoria de los alumnos de ingenieria, la dificultad
no reside en resolver el sistema de ecuaciones lineales sino en el planteamiento de dicho sistema. Este trabajo
ilustra el uso del MMC para obtener las constantes de los polinomios de grado tres y grado cuatro, generando
un sistemas de ecuaciones lineales. Los ejemplos presentados estan basados en dos aplicaciones: la caida libre
de un objeto asi como en la irradiacion solar. Se presenta detalladamente la aplicacion del MMC para la
obtencion de las constantes de los polinomios propuestos. Los resultados obtenidos por medio del polinomio
de ajuste son comparados con los datos medidos originalmente. El error total al cuadrado y el error total son
calculados. Estos ejemplos ilustran la potencia del MMC usando un minimo de datos asi como la forma de
generar el sistema de ecuaciones lineales para la obtencion de las constantes para polinomios de grado mayor
a dos.

Palabras clave: coeficientes de un polinomio grado 4, método de minimos cuadrados, regresion lineal,
sistemas de ecuaciones lineales, caida libre, irradiacion solar.

Introduccién

La recoleccidn, estadistica y analisis de datos obtenidos a partir de mediciones realizadas resulta una ayuda valiosa
en la toma de decisiones, permitiendo administrar de mejor manera los recursos utilizados en un contexto especifico,
por ejemplo: predecir la venta de un determinado producto en base a las ventas registradas en el pasado; conocer de
antemano el crecimiento de un estado o pais de acuerdo a crecimientos registrados; conocer la corriente eléctrica en
un dispositivo semiconductor en base a corrientes obtenidas en mediciones; la calibracién de una cadena de
temperatura dotada de un termo-cople tipo K, etc. Para ello se dispone originalmente del método de minimos
cuadrados (MMC) o regresién lineal. EIl MMC es un método matematico utilizado para predecir el valor cuantitativo
de la variable dependiente, llevando a conocer los valores de las constantes o coeficeintes que forman parte de la
ecuacion que mejor ajusta los datos.

En la mayoria de ejemplos se utiliza el MMC para la obtencién de un polinomio de grado uno o dos y de manera
excepcional para polinomios de grado tres. La obtencion de las constantes para un polinomio de grado tres o mayor
se vuelve un tanto complicado. En este trabajo se presentan dos casos practicos para la obtencion de polinomios de
grado tres y cuatro, con la finalidad de ilustrar la extension del uso del MMC.

Sustento tedrico

La regresion lineal simple o MMC es un analisis de regresion simple de dos variables: una variable independiente
y una variable dependiente. Basados en los cambios realizados en la variable independiente, se puede predecir el valor
de la variable dependiente. A manera de ejemplo, se puede considerar la caida de voltaje en un resistor. Este es un
caso de regresion lineal simple, debido a que se tienen sélo dos variables.

El MMC pudiera ser uno de los mas antiguos de la estadistica moderna, y aunque sus ancestros pudieron haber
sido matematicos griegos, el primer precursor moderno es probablemente Galileo (Hervé, 2007). Este método es usado
ampliamente para ajustar funciones a un conjunto de datos. EI mejor ajuste de minimos cuadrados minimiza la suma
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de residuos cuadraticos (la diferencia entre un valor observado y un valor ajustado por el modelo). El ejemplo mas
simple consiste en ajustar una recta, pero esta distribucién de puntos puede ajustarse mejor a un polinomio de grado
superior.

El MMC ha ganado su lugar como una herramienta principal para procesos de modelado debido a su efectividad e
integridad. Aunque hay tipos de datos que son mejor descritos por funciones que son lineales, otros procesos o
fenémenos en Ciencias e Ingenieria son bien descritos por modelos no lineales. EI MMC es eficiente en el uso de
datos y pueden obtenerse resultados aceptables con una pequefia muestra de datos, lo que lo hace alin més interesante
y potente, Neil (2007). Finalmente, la teoria asociada al MMC permite la construccion de diferentes tipos de intervalos
estadisticos facilmente interpretables para tareas de prediccion, calibracion y optimizacion (Neil, 2007).

Una de las desventajas mas notable del MMC es su alta sensibilidad a valores u observaciones extremas. Esta es
una consecuencia de usar el cuadrado de un nimero, debido a que la funcién cuadrada exagera, delata o amplifica el
alejamiento al valor de referencia. Por ejemplo, la diferencia entre 20 y 10 es 10, pero la diferencia entre 202 y 102 es
300, por lo que el MMC da una importancia mayor a las observaciones extremas (Abdi et al., 2013).

El MMC también es usado en practicas de laboratorio de Fisica con la finalidad de introducir a los estudiantes al
analisis de datos por computadora, buscando ensefiar técnicas de ajustes de datos. Una de las practicas mas comunes
a realizar para este cometido es la obtencion de la constante de elongacién en la ley de Hooke. Para este ejemplo se
procura hallar experimentalmente la constante de elasticidad de un resorte haciendo uso de la Ley de Hooke y de la
ecuacion del movimiento armdnico simple de un resorte sometido a elongaciones de baja magnitud, procurando
mantenerse dentro del régimen lineal de elacticidad, que describe la ley de Hooke (la elasticidad no siempre es lineal
y Hooke sélo considera movimientos lineales). EI MMC aporta informacion sobre un conjunto de datos de una manera
precisa y abre camino para el estudio de fendmenos més complejos.

Hasta aqui se ha comentado sobre el problema de regresion lineal o MMC donde una sola variable es usada para
obtener una funcién. Sin embargo, hay aplicaciones donde las funciones pueden presentar términos lineales y/o de
potencia k, donde k € N. En este caso en particular, la expresion que mejor ajusta los datos viene dada como en la
ecuacion (1), donde i es el i-ésimo dato.

Yi=Bo+ B X+ Pox}+Psx}+ 4B xfte (1)

Donde € es el residuo o error y fo, B, o ... P los coeficientes de regresion. Ahora, considerando que se tienen n
datos de una muestra (mediciones realizadas), entonces de la ecuacion (1) se tiene la ecuacion (2).

Vi =f(x) = Bo+ B x4+ Po x4+ Par x4 B xf )

Dondei € {1,2,3,...n}, siendo n el nimero de datos de la muestra dada.
De la ecuacion (1) se despeja el error, y expresando en términos de la ecuacion (2), se obtiene la ecuacion (3).

€=y —flx) @)

Ya que algunos errores (o residuos) pueden ser positivos o negativos, dependiendo de si estd por encima o por
debajo de la curva, entonces es preferible utilizar los cuadrados de los errores para cuantificar el error con relacién a

la curva. De aqui que el error € sea la suma de los cuadrados de las diferencias (desviacion estandar) entre los valores
de y en la linea o curva de aproximacion y los valores de y; dados, entonces esto genera la ecuacion (4):

e =[yi— 1) (4)

Ahora hay que encontrar las constantes So, 51, ... Sk de la ecuacion (1) que reduzcan al minimo el error de minimos
cuadrados. Por lo tanto, considerando todos los datos de la muestra dada se obtiene la ecuacion (5).

n n

Y et =Y i Go+ Bt fox + B (5)

i=1 i=1

El problema general de ajustar la linea 6ptima de minimos cuadrados a un conjunto de pares de datos {(xi,yi)},

donde i € {1,2,3, ...n}, siendo n el nimero de datos de la muestra, requiere reducir al minimo el error en la ecuacion
(5) respecto a los parametros fo, S, ... Bk, i.€., €s necesario minimizar la funcién de error. Para encontrar el valor
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minimo, primero se aplica la derivada parcial de El_z con respecto a cada coeficiente. Seguido de ello, hay que igualar
a cero cada ecuacion, generando asi un sistema de ecuaciones. Finalmente, resolver dicho sistema de ecuaciones
lineales de k x k, para las constantes a obtener. Esto esta representado por el conjunto de ecuaciones (I), Nakamura
(1992), Burden (1998) y Samir (2019).

n

oe? 0 Z

B, 9Po izl[yt' = (Bo + Prxi + Boxl + -+ Bx™]? = 0

9 EZ a n (I)
B, 3_31;-;[3’1‘ = (Bo + Bax; + Box? + - Bex™M]? = 0

aer 9 Z"

0By N a—ﬁki=1[yi — (Bo + Brx; + Boxf + - Brx]* = 0

El sistema de ecuaciones (1) se reduce a un sistema de m ecuaciones lineales de la forma: A = b.

Donde A es la matriz de coeficientes, b es el vector constante, y [ es el vector solucion, formado por las constantes
Po, 1, Bo, ... Pk del polinomio.

Existen escenarios en los que, al realizar mediciones fisicas, el comportamiento del conjunto de datos se ajusta a
un polinomio de orden igual o mayor a dos. Si bien esto puede ser simple de entender, esto no siempre es evidente.
Abunda literatura con ejemplos que ilustran la utilizacién del MMC de grado dos y grado tres; pero escasean ejemplos
que ilustran el MMC de orden superior a tres. Debido a ello, en la presente investigacion se presentan dos ejemplos
que ilustran el desarrollo para la obtencién de un polinomio de grado tres y grado cuatro, describiendo cada paso en
el desarrollo. Los ejemplos presentados se basan en la obtencion de la constante gravitacional y la intensidad de
irradiacion solar. El primer ejemplo fue seleccionado debido a que los autores trabajan de manera paralela en el disefio
y construccion de un equipo electronico para la realizacién de practicas de caida libre de las materias de Fisica. Y para
verificar el funcionamiento correcto del equipo y de algunas préacticas, se tuvo que resolver dicho problema. El
segundo ejemplo, aparecié como problema a resolver en el desarrollo de un proyecto de investigacion en el que
trabajan los autores sobre el uso eficiente de la energia radiante del sol en los edificios.

A continuacion, se presenta el desarrollo, organizado primeramente por cada ejemplo y seguido por sus pruebas y
resultados respetivos. Los dos ejemplos ilustran el uso del MMC para obtener los coeficientes o constantes de
polinomios de grado igual 0 mayor a tres. Finalmente, se resumen los ejemplos con las conclusiones.

Desarrollo
Ejemplo 1: Constante de aceleracion gravitacional
La altura a la que se encuentra un objeto al ser soltado desde una altura inicial do con una velocidad inicial vo y con
el valor de la constante de aceleracién gravitacional g conocido, para un determinado tiempo t, viene dada por la
ecuacion (6).
d = do +vot + gt (6)

donde:

d, es la altura o distancia recorrida por el objeto en caida libre.

do, es la altura inicial a la que se suelta el objeto.

Vo, €s la velocidad inicial con la que inicia el cuerpo u objeto su caida.
g, la constante de aceleracion gravitacional.

t, el tiempo tomado para recorrer una determinada distancia d.
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Figura 1. Objeto en caida libre.

Generalmente en la ecuacion (6), se consideran como constantes conocidas los valores de do, Vo y g, teniendo como
variable independiente el tiempo t. Con la finalidad de ilustrar el uso del MMC, se propone el siguiente escenario:
suponer que a partir de la ecuacién (6) s6lo se conoce el tiempo que el objeto ha tomado para recorrer una cierta
distancia o altura d y se desea conocer los valores de las constantes do, Vo y g a partir de un conjunto de datos obtenidos
como muestras o pruebas realizadas, cinco datos para ser especificos. Dicho de otra manera, se conocen los pares de
datos realizados en diferentes mediciones: {(to, do), (t1, d1), (t2, d2), (t3, d3), (ts, da)}; dicho escenario se ilustra en la
figura 1.

Se propusieron dos escenarios, diferenciandose uno del otro en el valor que toma g. En ambos casos se partié del
hecho de que hay un observador situado a una altura d a partir del suelo, y éste ve como el objeto va cayendo, siendo
do= 0y vo =0. En el primer escenario, el valor utilizado de g es el local, el de la ciudad de Tehuacén, Puebla, con un
valor de g = 9.795824 m/s?. Para obtener este valor se utilizé la ecuacion (7), MetAs (2002).

Giocat = ge - (1 + aplast - seno®(9) — f, - seno?(2 - ¢)) — 3.086e~° - H )

donde:
e (g.=9.780318.
aplast = 0.0053024.
f2 = 0.0000058.
¢ =18.27; //Latitud en grados
H = 1620; // Altitud en metros.

Los valores de ¢ y H, para la obtencion de la g local fueron obtenidos de MetAs (2002).

En el segundo escenario, el valor utilizado de g es el normalizado, g = 9.806650 m/s?, el cual corresponde con una
latitud de 45.5° 0 m sobre el nivel del mar, MetAs (2002). En ambos escenarios se aplicé el MMC para obtener las
constantes vo, do, Y .

En el primer escenario, se parti6 de la ecuacion (6), para la cual se desea hacer el ajuste. Se consider6 el nimero
de datos medidos para realizar dicho ajuste. Como de la ecuacion (6), los pares de valores conocidos son (ti, di,)
entonces, y las constantes a obtener son do, Vo y g. Segin el MMC, se propone que la ecuacion (6) se exprese como en
la ecuacion (8):

x(t) = do + vot; + %gtiz (8)

Se puede observar lo siguiente: el primer miembro de la ecuacion (8), x(ti), corresponde a y; de la ecuacion (5).
El segundo miembro de la ecuacion (8), dy + vyt; + igtiz , corresponde al polinomio general en la ecuacion (5).

Asi que, sustituyendo la ecuacion (8) en la ecuacién (5) para obtener la suma de los cuadrados de los errores o
residuos, se tiene la ecuacion (9).

1
2 = Z[x(ti) ~ (do +vot; +5 9 t)I? )

n n
i=1 i=1
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A continuacion se procede a optimizar la funcién, minimizando el error descrito por la ecuacién (9). Para ello, se
aplica la derivada parcial de la funcion descrita en la ecuacion (9) con respecto a ao, Vo y g, que son los valores de las
constantes del polinomio que se desean obtener (los coeficientes). Después, cada ecuacioén se iguala a cero. Lo
anterior se presenta en las ecuaciones (10), (11), y (12).

? < C
_Z €2 = Z[x(t ) = (do + vot; + 5 gtz)] =0 (10
€2 = [x(t;) — (do + vot; + %gt?)] (t) =0 (11)
R "
Sy = 2 ) )~ o+ vt + 30DGD =0 (12

Como x(t;) = xi, y desarrollando las ecuaciones (10)-(12), se obtienen las ecuaciones (10"), (11") y (12"):

n n 1 n n (10!)
Zdo +Zv0ti +—thi2 =le
n (119
Zdot,+2v0t +22gt3 Z
i=1
(12)

n
Zdotf +Zv0t3 + = th4 intl?

i=1

~

Considerando que se disponen de cinco pares de datos, entonces las sumatorias van desde i = 0 hasta n = 4.
Desarrollando y reordenando los términos de las ecuaciones (10") — (12"), se obtiene el sistema de ecuaciones lineales
formado por las ecuaciones (13), (14) y (15).

5 5
1
5d0+Ztv0+EZti2g=in (13)

i=1 =1 i=1
5 5 1 5 5
Ztid0+2ti2vo+zz tig =intl- (14)
i=1 i=1 i=1 i=1
5 5 1 5 5
ZtiZdo +Zti3v0 +§ ttg = ) xt? (15)
i=1 i=1 i=1 i=1

Lo que da lugar a una ecuacion matricial de la forma A = b, donde, A es la matriz de coeficientes de 3x3
representada en la ecuacion (16). El vector columna f a obtener, estd formado por las constantes do, Vo y g, representado
por la ecuacion (17). Finalmente, b es el vector columna de 3x1, representado en la ecuacion (18).

5
5 Ztl

5
iy
2 L
i=1 i=1
4 5 5
2 1 3
A= t; t 5 t; (16)
i=0 i=1 i=1
5 5 1 5
oy )
i=1 i=1 i=1
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do
B= (%) (17)
9

5
b= le- 't 18)

Asi, la solucién de la ecuacion matricial para resolver esta ecuacion matricial Af = b, se describe en la ecuacion

(19), siempre y cuando A # 0.
f=A"1-b (19)

De manera que, para nuestro ejemplo, la solucién se puede expresar como en la ecuacién matricial (I1).

5
2.

5 1 5
5Dt g
i=1 i=1 i=1
d, 5 5 1 5 5
<v0>= Du Y sy Xt an
g i=1 i=1 i=1 i=1
5 5 5 5
2 3 1 4 2
tl tl 2 tl xiti
i=1 i=1 i=1 i=1

Pruebas y resultados: Ejemplo 1

Los valores de los pares de datos (t;, d;) utilizados en los dos escenarios se presentan en la tabla 1. En la tabla 2 se
presentan los valores de cada una de las sumatorias de la ecuacién matricial Il. En la tabla 3, Erp se refiere al error
relativo porcentual. Para simplificar la obtencién de las constantes do, Vo y g a partir de la ecuacién matricial (1), se
escribié un programa en Python 3.5, cuyos resultados se presentan en la tabla 3. Se ve que los valores de las constantes
do, Vo y g son aceptables, tanto para g local como para g normalizada con una precision de cuatro digitos significativos,
debido a los errores de redondeo y truncamiento. En cuanto a los valores de do y Vo, se les puede considerar
practicamente como igual a cero, lo que corresponde con la practica; esto se muestra en la tabla 4. Con estos valores
de do y Vo aproximadamente igual a cero, la ecuacion (6) se reduce a la ecuacién (20), que es la formula que

generalmente se utiliza para el calculo de caida libre de un objeto.

1
d= Egtz (20)

Con la finalidad de verificar los valores obtenidos de do, Vo Y g, de los dos escenarios, estos Ultimos se sustituyeron
en la ecuacion (6), generando los valores de los pares (t;,d;), presentando una precision de 1x10* como se muestra en
la tabla 4. Como ya se dispone del polinomio, se puede calcular el error total de acuerdo a la ecuacion 9, lo que da un
error total al cuadrado de 1.918182x10%2, lo cual se puede considerar cero. La tabla 5 resume los resultados

relacionados con el error, los cuales se pueden considerar minimos.

Escenario 1 (g local = 9.795824 m/s?)
n 0 1 2 3 4
di (m) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
ti (s) 0.0 | 0.202074 | 0.285775 | 0.350002 | 0.404147
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Escenario 2 (g normalizado = 9.806650 m/s?
n 0 1 2 3 4
di (m) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
ti (s) 0.0 | 0.201962 0.285617 0.349808 0.403924
Tabla 1. Valores de los pares de datos ti y di para los dos escenarios considerados.
5 5 5 5 5 5 5
in Zti Xt intiz th Zt? Zt;‘
| i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
2.0 ]1.241998 | 0.6880436 | 0.2450023986348 | 0.408337449714 | 0.1404769603852051 | 0.050021812780771356
Tabla 2. Valores numéricos de cada una de las sumatorias.
Escenario di(m) ti(s) g tedrica (m/s?) g calculada Erp (%) de g
(m/s?)
0 0.0
0.2 0.202074 9.795824 9.795855 0.000316
1 0.4 0.285775 (g local)
0.6 0.350002
0.8 0.404147
0 0
0.2 0.201962
2 0.4 0.285617 9.806650 9.806629 0.000214
0.6 0.349808 (9 normalizado)
0.8 0.403924
Tabla 3. Pares de datos para los dos escenarios y valores obtenidos de do, voy g.
Escenario g tedrica g calculada do Vo Erp (%) deg
1
9.795824 9.795855 -1.617456e-08 | -5.817924e-06 0.000316
(g local)
2
0.000214
9.806650 9.806629 -1.233425e-07 6.076852e-06
(g normalizado)

Tabla 4. Valores finales de g, do y vo.

di d (por polinomio) di-d (di —d)?
0.0000000000 | -0.0000000162 -0.0000000162 | 2.6161639119e-16
0.2000000000 0.2000002971 0.0000002971 8.8295660087e-14
0.4000000000 0.3999990837 -0.0000009163 | 8.3963035962e-13
0.6000000000 0.6000009234 0.0000009234 8.5268325008e-13
0.8000000000 0.7999996294 -0.0000003706 1.3731103445e-13

Tabla 5. Valores obtenidos entre los datos verdaderos (di) y los obtenidos (d) por el polinomio.
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Distancia vs. Tiempo

0.8 1 —— Datos tedricos
—¥— Datos por polinomio

Distancia (m)

T T T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
Tiempo (s}

Figura 2. Gréficas de datos tedricos y obtenidos por el polinomio.

En la figura 2 se presentan graficados los datos tedricos con tridngulo azul hacia arriba, mientras que los datos
obtenidos con el polinomio con tridngulos hacia abajo en rojo. Debido a que el error obtenido es minimo, en la figura
2 casi no se aprecia la diferecia entre los dos tipos de datos. Predomina la gréafica en rojo porque primero se grafica la
de los datos teoricos (en azul) y luego la del polinomio (en rojo).

De esta forma se puede apreciar que el polinomio que ajusta los datos propuestos lo hace con un minimo de error.

Ejemplo 2: irradiacion solar

El segundo ejemplo presentado aqui, esta relacionado con la irradiacion solar.

Una de las fuentes de energia de la tierra es la energia radiante del sol. Esta energia irradiada se designa irradiacié
solar. La irradiacion solar designa el flujo de energia electromagnética emitida por el sol por unidad de superficie,
Garner (2017).

Proponiendo que la irradiacién solar se pueda expresar por medio de un polinomio de grado 4, se tiene la
ecuacion 21. Si se desea encontrar la funcién que mejor ajuste los datos, entonces se puede aplicar el MMC. En la
ecuacion 22 se presenta el error, esto es, la diferencia entre la funcion ajustada y los datos. La ecuacion 23 presenta
el error al cuadrado v, la ecuacién 24 presenta el error total, buscarando minimizar el error.

I; = a+b6; +cH? +db} + eb} (21)

e, =1, — (a+bb; +c? +db} + eb}) (22)

e? = (—I; + a+ bO; + cO? + db? + ef})? (23)
n

eror = €% = Z(_Ii +a+ b +cH? +do} + eb})? (24)
i=1

Para simplificar la obtencion de la optimizacion de e, Se sugiere que:
f(0)=—I;+a+bb; +c6 +db} + e6}

Asi la ecuacion 23 queda como la ecuacion 23,
n
ewr = €2= ) fO  (23)
i=1

De la ecuacion 21, se ve que lairradicion I depende de 6;, pero para hacer uso de esta ecuacion se necesita conocer
los coeficientes (valores de las constantes a, b, ¢, d y e), los cuales pueden obtenerse aplicando el MMC. Para ello, se
minimiza el error en la ecuacion 24. Como la irradiacion solar ahora depende de las cinco constantes (a, b, ¢, d y )
entonces la irradiacion queda en funcidn de varias variables. Asi que, para minimizar el error de la ecuacién 24, se
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debe aplicar la derivada parcial de e;,; con respecto a cada una de las ahora variables a, b, ¢, d y e, lo cual es

representado en las ecuaciones 25-29.

aetot

—ZZf(e) D @)

Oeror .
b —ZiZf(e) 0; (26)

Ocwor N
- =zzlf(e)-ef (27)

deror C )
= —2;;‘@ 0 (29)

a tot c 4
;—e=221f(9)-9i (29)

Seguido de ello, se iguala a cero cada una de las ecuaciones 25-29, y reordenando se obtienen las ecuaciones 30-

34.

n
ZZf(B)-l=0—>Z(—1i+a+b9i+c9i2+d9i3+e9{‘)=O

i=1 i=1
n n n n n
Za+2b6i+ 63 +Zd9{*=21i
i i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=
n n n n n
na+ ) bO;+ Y cOF+ ) doF+ ) dof =l
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
2> ) -6 =0—>Z(—1i+a+b6i+c9i2+d9i3+et9i4)9i =0

n

cOf +
1

i=1 i=1
n n n n n n
Za91+2b63 +Zc9? +Zd6{*+266i5 =Z . 6;
i= i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
2Zf(0) 02 _0—>Z( Ii + a + b6, + c6? + dOF + e61)62 = 0
i=1 i=1
n n n n n n
Zaef +Zbef +Zc9?+2d9§+zeaﬁ =Zli6i2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
ZZf(H)-H? =0—>Z(—1i+a+b9i+c6i2+d9i3+et9i4)6i3 =0

i=1 i=1
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n n n n n n
Za9i3+ b9;‘+zc9§+2d95+ze93=2h93 (33)
i=1 i=1 i= i=1 i=1 i=1

n n

ZZf(e)-eg* =0 —>Z(—1i +a+ b + O + do? + e6)8F = 0

i=1 i=1
n n n n n n
D abi+ Y b5+ ) cof+ ) o] + ) 0P = > 1,6} (34)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

De las ecuaciones 30-34 se ve que ahora a, b, ¢, d y e son las incognitas, mientras que 6;, 6%, 0%, 6;* hasta 6% e I; son
valores conocidos, generando estos Gltimos valores constantes para cada una de las sumatorias. De forma tal que las
ecuaciones 30-34 forman un sistema de ecuaciones lineales de 5x5, ecuacién matricial I11.

n n
o ) 6} o D

n n n
n) 26D
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
Zei Zef Zef Ze;* Ze? leel
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 a i=1
Doz der dor yer yes|(c|=| D net| m
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 \d/ i=1
n n n n n e n
07 Y of Ze; Ze? ZGZ 1,67
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
of > oF Yor >l » o 1,0}
=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

De la ecuacién matricial 111 se tiene que la matriz solucién viene dada por la ecuacion matricial V. Por lo que,
resolviendo la ecuacién matricial 1V, se conoceran los valores de a, b, ¢, d y e y asi se tendran los coeficientes del
polinomio de grado 4 de la irradiacion solar.

<
=
2,
=
B

n n
no e 2.0
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
Yoo Yer Yo Yot Yor| | Dne
a i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
b n n n n n n
cl=| Yoz Doz et Yo Yes| |duer| W
d i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
e n n n n n n
o7 Yot Yoz Yot Yor| | Dne?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
.00 Qo Dot pel e

..‘
1l
=
~
1l
=
~
1l
=
o~
1l
=
~
1l
=
<
|
-
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Pruebas y resultados: Ejemplo 2
Los pares de datos d = {0;, Ii} utilizados para resolver la ecuacion matricial IV fueron catorce, n = 14, y, se muestran

en la tabla 5.
0i 5 10 | 15 20 25 30 35 40 45 50 60 70 80
(grados)
li 36|97 (172|250 | 328 |40.6 | 47.7 | 54.7 | 61.1 | 67.2 | 77.5 | 85.3 | 89.7
(Ly/h)

Tabla 5. Pares de datos utilizados para el polinomio de grado 4 de la irradiacion solar.

19

Acapemia JournaLs

En las tablas 6 y 7 se presentan los valores de cada una de las sumatorias que forman la ecuacion matricial 1V de
acuerdo a los 14 datos de la tabla 5.

14
2.0
i=1

14
2
i=1

14 14
3 4
i=1 i=1

14
5
i=1

14
6
i=1

14
7
i=1

14
8
i=1

575.0

32625.0

2178125.0 | 159373125.0

12330078125.0

988802578125.0

81248533203125.0

6792355451953125.0

Tabla 6. Valores de las sumator

ias para la ecuacion matricial 1V.

14
Y| e
i=1

i=1

i=1

38901.0

2521040.0

179945475.0

13656147500.0

Tabla 7. Valores de las sumatorias para la ecuacion matricial 1V.

El sistema de ecuaciones lineales de 5x5 de la ecuacion matricial 1V fue resuelto con la ayuda del lenguaje de
programacion Python 3.5. Los valores de los coeficeintes o constantes se muestran en la tabla 8.

a

b

c

d

e

-2.90397273

1.15373441

1.78579989x1072

-3.12925200x10°%

1.12773919x107%

Tabla 8. Valores de los coeficientes o constantes para el polinomio de grado 4.

Con los valores obtenidos de a, b, ¢, d y e del polinomio original, [; =a + b-0; + c- 02 +d -6} + e- 6} 1a
ecuacion 21, se expresa en la ecuacion 35.

li= -2.90397273 +1.15373441 0; + 1.78579989x10? 6% -3.12925200x10% 6; + 1.12773919x10% 6;*

(35)

La tabla 9 muestra los valores de la irradiacion medida y la obtenida por el polinomio de grado 4. Ademas se presenta
el error, el cual es la diferencia entre el valor medido y el obtenido por el polinomio para cada valor de 6;. En la Gltima
columna de la tabla 9 se presenta el error al cuadrado.

0 li. (Dato medido) li.p (Polinomio) | Error = lit- lip Error al cuadrado
5.0 3.6 3.2727384795 0.3272615205 1.0710010280x10-%
10.0 9.7 10.1175234519 -0.4175234519 1.7432583289 x10-%
15.0 17.2 17.4210624190 -0.2210624190 4.8868593091 x10%2
20.0 25.0 24.9909517004 0.0090482996 8.1871725651 x10%
25.0 32.8 32.6517037036 0.1482962964 2.1991791528 x10°%
30.0 40.6 40.2447469239 0.3552530761 1.2620474808 x10°
35.0 47.7 47.6284259445 0.0715740555 5.1228454216 x10"%®
40.0 54.7 54.6780014364 0.0219985636 4.8393680046 x10%
45.0 61.1 61.2856501585 -0.1856501585 3.4465981349 x10%
50.0 67.2 67.3604649575 -0.1604649575 2.5749002585 x10°%
60.0 77.5 77.6325446124 -0.1325446124 1.7568074276 x102
70.0 85.3 85.1053049319 0.1946950681 3.7906169542 x10°%
80.0 89.7 89.6604678524 0.0395321476 1.5627906939 x10°%
90.0 914 91.4504127159 -0.0504127159 2.5414419244 x10°%®
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2
El error total al cuadrado €2 = Y12, (Il-t - Iip) = 6.039732x10! y el error total, €, = /€7 = 7.771571 x10,

el cual es menor que 1. En la figura 3 se muestran los datos medidos con tridngulo azul hacia arriba, y los obtenidos
por el polinomio con triangulo rojo hacia abajo. Debido a que la diferencia entre ellos es minima (el error), casi no se
distingue en la figura la diferencia entre ellos.

IRRADIACION vs. ANGULO

—+— Datos medidos
—¥— Polinomio
80

60 1

40

Irradiacion solar (Ly/h

204

20 40 60 80
Angulo de incidencia (grados)

Figura 3. Datos medidos y datos obtenidos por polinomio de grado 4.

Conclusiones

Hay ocasiones en que a partir de un conjunto de datos medidos o tabulados es necesario expresar el comportamiento
de los mismos utilizando un polinomio de grado n. Para ello es necesario calcular los coeficientes o las constantes del
polinomio. Una manera de obtener los valores de estos coeficientes es utilizando el MMC.

La obtencidn de los coeficientes o constantes de un polinomio de grado n, no es tan inmediato, sobre todo si el
polinomio es de grado mayor o igual a tres. Aunque el proceso de obtencion de los coeficientes esta bien determinado
por el MMC, la obtencién de los valores que forman el sistema de ecuaciones lineales, no resulta evidente. Los dos
ejemplos presentados en este trabajo ilustran de manera detallada la aplicacion del MMC para la obtencion de los
coeficientes.

El polinomio que ajusta los datos siempre presentara un error, pero el MMC ofrece determinar el valor de los
coeficientes que minimizan la desviacidn entre los valores experimentales medidos y el polinomio con el que se desea
aproximar funciones suficientemente regulares; este trabajo ilustra la obtencidn de los mismos.

Limitaciones

El MMC esta bien establecido y los dos ejemplos presentados aqui, ponen de manifiesto una vez mas su utilidad,
aun disponiendo de una cantidad minima de datos. Sin embargo, la naturaleza del método impone la complejidad y
laboriosidad del mismo cuando la funcidn se hace de grado mayor. En particular, la obtencién del minimo error de la
funcion, lo vuelve mas laborioso y con una tendencia mayor a cometer errores a la hora de obtener la derivada parcial.
De hecho, se tuvo que obtener varias veces la derivada parcial y verificarla de manera cuidadosa, ya que se tuvieron
varios errores. Por otro lado, el sistema de ecuaciones lineales a resolver, también se dificulta ya que el sistema puede
estar mal condicionado, complicando notablemente su solucion. Estos aspectos relativamente limitantes del método
quedaron de manifiesto en los dos ejemplos presentados.

Recomendaciones

Al dar solucion a los ejemplos presentados en este trabajo, corroboramos lo complicado y tedioso de la obtencion
de la derivada parcial de la funcion, conforme aumenta el grado de la funcidn, asi como la obtencion del sistema de
ecuaciones lineales a resolver para la obtencidn de los coeficientes. Y las siguientes dos preguntas emergieron de
manera constante;existe una manera menos complicada de obtener la funcién que miniza el error? y ¢existe una forma
menos complicada y directa de obtener el sistema de ecuaciones lineales? Esto contribuiria de manera practica y
notable en la solucién préactica del problema.
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